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Решена задача динамического нелинейного стохастического оценивания параметров ориентации 
подвижного объекта по измерениям пространственно-разнесённых спутниковых приёмников. Показано, 
что использование углов Эйлера–Крылова в качестве текущих параметров ориентации объекта обе-
спечивает резкое сокращение размерности предложенного алгоритма оценки по сравнению с существу-
ющими алгоритмами. Приведён пример, иллюстрирующий эффективность разработанного алгоритма 
стохастического оценивания.
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ИЗМЕРЕНИЯ В ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЯХ

Одним из главных аспектов решения задачи навигации 
подвижного объекта является нахождение параметров его 
углового движения. В подавляющем большинстве навигаци-
онных систем для этого применяют инерциальные измери-
тели – датчики угловой скорости [1]. В силу известного недо-
статка инерциальных измерений – накопления с течением 
времени ошибок – определение ориентации объекта с высо-
кой точностью возможно только на ограниченном интервале 
времени. Однако за счёт использования спутниковых навига-
ционных систем (СНС) точность позиционирования объектов 
в настоящее время доведена до субсантиметрового диапазо-
на, что позволяет вычислять параметры углового движения с 
точностью угломерных геодезических систем [2–4].

Определить ориентацию объекта с помощью СНС можно 
либо по предварительно найденным базовым векторам, либо 
по непосредственно измеренным углам ориентации [5–11]. 
Первый подход основан на оценке матрицы преобразования 
координат и применяется для статических или слабодина-
мичных объектов. Второй подход к определению ориентации 
позволяет отказаться от оценки матрицы преобразования 
координат и даёт возможность сразу перейти к оценке углов 
Эйлера, а также установить текущую ориентацию объекта в 
выбранной системе координат. Однако параметризация че-
рез углы Эйлера приводит к нелинейной задаче разрешения 
неоднозначности одномоментных измерений, для решения 
которой в настоящее время отсутствуют эффективные вы-
числительные алгоритмы [12]. Заметим, что в обоих подхо-
дах используются одномоментные измерения по базовым 
векторам с последующей обработкой этих измерений извест-
ными статистическими алгоритмами. Поэтому, во-первых, 
невозможно обеспечить требуемую точность оценки для вы-
сокодинамичных вращающихся объектов, а во-вторых, нель-
зя задействовать методы теории стохастической фильтрации, 

обеспечивающие принципиальную возможность оптимально-
го динамического оценивания углов ориентации.

Постановка задачи. В работе [4] описано применение ме-
тодов стохастической оптимальной фильтрации для динами-
ческой оценки параметров ориентации объекта при условии 
комплексирования СНС с инерциальной системой. В более 
общей постановке – только при использовании СНС – задача 
динамической оценки параметров угловой ориентации реше-
на для матрицы направляющих косинусов и представлена в 
статье [13]. Недостатком данного решения является большой 
объём вычислительных затрат, так как сначала необходимо 
реализовать фильтр большой размерности, а затем пере-
считать направляющие косинусов в углы Эйлера. Поэтому 
дальнейшее развитие подхода к динамическому оцениванию 
параметров угловой ориентации на основе методов нелиней-
ной фильтрации представляет значительный интерес. Такой 
способ позволит оценивать угловое положение объекта не-
посредственно по углам Эйлера и обеспечит требуемую точ-
ность оценки параметров пространственной ориентации объ-
екта.

Рассмотрим в качестве измерений, используемых для по-
строения алгоритма и реализующих описанный выше подход, 
фазовые (кодовые) и доплеровские измерения СНС. При этом 
решение поставленной задачи приведём для СНС с высокой 
частотой поступления навигационных сообщений, позволяю-
щей считать характер спутниковых измерений по отношению 
к динамике изменения навигационных параметров объекта 
непрерывным. Заметим, что в настоящее время частота при-
ёма спутниковых сообщений в навигационных приёмниках 
Topcon (ранее Javad) и Trimble (США) составляет 100 Гц с 
дальнейшей тенденцией к увеличению [3].

Рассмотрим пример. Пусть на объекте расположены два 
навигационных приёмника, причём координаты {xi; yi; zi}, i=1, 2, 
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каждого i-го приёмника в системе координат OXYZ, связан-
ной с объектом, неизменны и известны с высокой точностью. 
В геоцентрической системе координат  координаты 

 этих приёмников определяются по спутниковым из-
мерениям. Тогда координаты вектора, построенного по точ-
кам расположения приёмников, в геоцентрической системе 
координат примут вид 

Эти же координаты в системе координат, связанной с 
объектом:

Для упрощения вычислений положим, что {x2; y2; z2}=0. 
Введём для краткости изложения следующие обозначения: 

      
Взаимную ориентацию указанных векторов представим 

как

(1)

где

– матрица направляющих косинусов ориентации геоцентри-
ческой системы координат относительно системы координат, 
связанной с объектом, причём 
D11=sinβsinαsinγ+cosβcosγ; D12=cosαsinγ;  
D13=cosβsinαsinγ–sinβcosγ; D21=sinβsinαcosγ–cosβsinα; 
D22=cosαcosγ; D23=cosβsinαcosγ+sinβsinγ; D31=sinβcosα;  
D32= –sinα; D33=cosβcosα;
α, β, γ – углы Эйлера–Крылова, подлежащие определению по 
спутниковым измерениям.

Соотношения (1) являются исходными для вывода диф-
ференциальных уравнений, определяющих динамику изме-
нения углов Эйлера–Крылова.

Решение задачи. Вывод уравнений динамики изменения 
углов Эйлера–Крылова осуществим следующим образом. 
Продифференцируем уравнение (1) по времени:

(2)

где

причём

Тогда

где



32 Измерительная техника № 3, 2019

Измерения в информационных технологиях

Полученный вектор представим в виде

где

Тогда уравнение (2) запишем как

где

Так как матрица  – невырожденная, что про-
веряется вычислением, то из выражения (2) получим уравнение, 
описывающее динамику изменения углов Эйлера–Крылова:

(3)

где  – матрица, обратная .
Отметим, что с позиций теории вращения, существу-

ют два условия, приводящие к вырождению матрицы А. 
Этим условиям соответствуют либо нулевые значения 
компонент вектора , либо вращение объекта вокруг 
вектора. Второй случай для реальных объектов малове-
роятен, а ненулевые значения компонент вектора  
обеспечиваются при размещении приёмников на объек-
те. Полученное уравнение (3) позволяет применить для 
оценки параметров ориентации объекта методы динами-
ческой нелинейной фильтрации, что становится возмож-
ным при его трансформации в уравнение оцениваемого 
вектора угловых параметров (углов Эйлера–Крылова) в 
форме Ланжевена.

Предположим, что 

где  – проекции линейной скорости i-й ан-
тенны на оси геоцентрической системы координат.

C помощью стандартных алгоритмов обработки спут-
никовых сообщений, изложенных в работах [2, 3, 14, 15], 
определим (по доплеровским измерениям или вычис-
лением первых разностей координат) оценки проекций 
скорости    и рассчитаем их разности с соответ-
ствующими случайными ошибками Wξ, Wη, Wζ, которые в 
самом неблагоприятном случае можно аппроксимировать 
центрированными белыми гауссовыми шумами (БГШ) с 
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известными интенсивностями Dξ, Dη, Dζ. Тогда стохасти-
ческое уравнение вектора угловых параметров в форме 
Ланжевена запишем в следующем виде:

,

где  – измеренные и известные в текущий момент 
времени оценки проекций линейной скорости i-й антенны 
на оси геоцентрической системы координат.

В векторной форме стохастическое уравнение вектора 
угловых параметров примет вид

(4)

где

Уравнения наблюдения вектора угловой ориен-
тации объекта. Для использования методов нелиней-
ной стохастической фильтрации при апостериорном 
динамическом оценивании вектора Y параметров угло-
вого движения объекта необходимо получить уравне-
ние наблюдения за этим вектором, т. е. создать ана-
литическую модель сигнала, несущего информацию о 
компонентах вектора Y [16]. При этом для определения 
функциональной зависимости наблюдений от угловых 
параметров произведём следующие преобразования.  
Введём обозначение   С учётом соот-
ношения (1) и принятых ранее обозначений запишем вы-
ражение

(5)

Известные из работ [1, 2] алгоритмы обработки спут-
никовых сообщений, например итеративные или ме-

тода наименьших квадратов, позволяют получить по  
сигналам измерения псевдодальностей оценки  
векторов  c соответствующими случайными ошибками:

где Wj – вектор погрешностей оценивания, аппроксими-
руемый в наиболее неблагоприятном случае БГШ с нуле-
вым средним и матрицей интенсивности DWj. 

В этом случае наблюдатель Z угловых параметров 
может быть построен с учётом системы (5) по оценкам 
векторов  координат всех приёмников следующим об-
разом: 

(6)

где W – векторный БГШ с нулевым средним и матрицей ин-
тенсивности .

Полученное представление вектора угловых параметров 
объекта в форме «объект–наблюдатель» позволяет постро-
ить для вектора Y апостериорную плотность ρz(Y, t) (t – вре-
мя), знание которой решает проблему определения любых 
вероятностных оценок угловых параметров [5]. Однако из-
за сложности формирования плотности ρz(Y, t) в теории не-
линейной фильтрации для получения оценок нелинейных 
процессов вида (4) применяют различные приближённые 
(субоптимальные) методы [5], наиболее известным и вос-
требованным из которых является обобщённый (нелиней-
ный) фильтр Калмана. Использование данного фильтра по-
зволяет достичь компромисса между требуемой точностью и 
вычислительными затратами в современных СНС. В связи 
с изложенным выше, рассмотрим возможность применения 
обобщённого фильтра Калмана в исследуемом случае.

Уравнения оценки вектора угловых параметров объ-
екта. Запишем обобщённый фильтр Калмана для рассма-
триваемого вектора угловой ориентации объекта на основа-
нии уравнений (4), (6):

(7)
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Ошибки оценивания углов α, β, γ для первого (а) и второго (б) вариантов движения антенны

где  – оценка вектора состояния Y(t);  – апостериорная 
ковариационная матрица; ; .

Преимуществом приведённого алгоритма фильтрации 
уравнения (7) по сравнению с алгоритмом, изложенным в ра-
боте [13], является его малая размерность, равная девяти с 
учётом симметрии апостериорной ковариационной матрицы. 
Представленный алгоритм имеет все преимущества фильтра 
Калмана перед одномоментными алгоритмами (в том числе 
на основе использования метода наименьших квадратов [1, 2]), 



35Измерительная техника № 3, 2019

Измерения в информационных технологиях

Угол
Первый вариант Второй вариант

Момент измерений 
(100-я секунда)

Конец  
моделирования

Момент измерений 
(20-я секунда)

Конец  
моделирования

β, рад 3,589·10–4 (76″) 8,242·10–5 (17″) 6,447·10–5 (13″) 4, 439·10–5 (9″)

γ, рад 2,962·10–3 (10′) 3,627·10–4 (77″) 8,424·10–5 (11″) 2,917·10–5 (6″)

α, рад –1,356·10–4 (29″)* 7,698·10–5 (16″) Тенденция к росту 2,407·10–5 (5″)

Примечание. *Определение оценки на семисотой секунде.

Ошибки определения оценок ориентации объекта при моделировании 
углового движения

вытекающими из уравнений динамики пара-
метров углового движения объекта. Наряду с 
возможностью сокращения вычислительных 
затрат при оценивании навигационного век-
тора, это позволяет существенно повысить 
точность определения всех параметров дви-
жения наблюдаемого объекта.

Численное моделирование оценки век-
тора угловых параметров. Для иллюстра-
ции эффективности предложенного подхода 
выполнено численное моделирование углово-
го движения объекта вокруг его центра масс 
при следующих параметрах: α0=8∙10-4 рад; 
β0=6·10–4 рад; γ0=3,5·10-4 рад; x=12 м; y=11 м; 
z=14 м. Рассмотрено два варианта углового движения антенны.

Параметры моделирования углового движения с большой 
скоростью:

Для второго варианта параметры модели движения были 
выбраны следующим образом: α0=8∙10–4 рад; β0=6·10–4 рад; 
γ0=3,5·10–4 рад; x=12 м; y=11 м; z=14 м;

Моделирование осуществляли на временно́м интервале  
[0; 1000] с методом Рунге–Кутты четвёртого порядка с шагом 0,01 с. 
Оценки проекций линейной скорости    i=1, 2, i-й антенны 
на оси геоцентрической системы координат формировали путём 
наложения на их истинные значения гауссовых центрированных 
случайных последовательностей со средними квадратическими 
отклонениями (СКО), равными 0,05 м/с, а оценки  векторов  

, i=1, 2, создавали наложением гауссовых центрированных 
случайных последовательностей с СКО, равными 0,2 м, на зна-
чения соответствующих истинных геоцентрических координат 

  , i=1, 2, полученных интегрированием истинных про-

екций линейной скорости. При построении фильтра (7) выби-
рали следующие значения матриц: D=0,08E3; D1=0,005E3, где  
E3 – единичная матрица размерности три. Начальные ошиб-
ки оценок углов    определяли как  =2,185·10–4 рад,  
т. е. 46″;  =0,066 рад, т. е. 3,9°;  = –0,034 рад, т. е. –2°.

На рисунке представлены графики определения ошибок 
оценивания по каждому углу Эйлера–Крылова соответственно 
для первого и второго вариантов углового движения. Анализ 
полученных результатов показал, что, несмотря на значитель-
ные ошибки определения начальных оценок (критичные для 
существующих угломерных геодезических систем [4, 9, 15]), 
процесс оценивания по трём углам устойчив и обеспечивает 
высокую точность определения оценки ориентации (таблица).

Результаты эксперимента позволяют сделать вывод, что 
устойчивость предложенного алгоритма и его высокая точность 
обеспечивают возможность непрерывного использования дан-
ного алгоритма в объектах, совершающих угловой манёвр, в те-
чение практически неограниченного времени и без какой-либо 
дополнительной коррекции.

Заключение. Рассмотренный подход к решению задачи 
определения угловых параметров движения объекта на основе 
нелинейного стохастического фильтра, инвариантного к виду 
подвижного объекта и характеру его углового движения, обла-
дает преимуществами фильтра Калмана перед традиционными 
схемами обработки спутниковых сообщений на основе одномо-
ментных измерений, например с использованием метода наи-
меньших квадратов. Предложенный подход позволяет не только 
повысить точность оценки всех навигационных параметров под-
вижных объектов в результате учёта динамики углового движе-
ния, но и даёт возможность сократить объём вычислительных 
затрат при реализации алгоритмов фильтрации в бортовом вы-
числителе за счёт их невысокой размерности.
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Nonlinear dynamic evaluation of orientation angles of a moving object using 
diverse satellite measurements
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The article attempts to solve the task of nonlinear dynamic stochastic current attitude parameter evaluation of a moving 
object using measurements by spatially diverse satellite receivers. The use of Euler-Krylov angles for current attitude parameters 
provides for a dramatic size reduction of the suggested evaluation algorithm as compared to the existing ones. A practical illustration 
demonstrates the effectiveness of the proposed stochastic evaluation algorithm.
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