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Проанализированы погрешности пространственной фильтрации текстуры поверхности с помощью 
фильтра Гаусса. Использована композиционная модель при математическом описании текстуры поверхности. 
Получена аналитическая зависимость погрешности фильтра Гаусса. Исследованы погрешности при фильтрации 
синусоидальной волны и наклона поверхности.
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The errors of areal filtering of surface texture using Gaussian filter were analized. Surface texture was defined by the 
composition mathematical model. The analytic expression for dependence of filtering error of areal Gaussian filter has been 
derived. The filtering  errors obtained during the sinusoidal wave suppression and the linear surface inclination suppression 
were investigated. 

Key words: surface texture, 3D-measurement assesment, areal Gaussian filter, filtering error.

Непрерывно возрастающие требования к точности 
измерений текстуры поверхности, а также развитие 
возможностей современного измерительного обору-
дования обусловливает постепенную замену двух-
мерного профильного подхода к оценке текстуры по-
верхности на трёхмерный [1, 2]. Толчком к стреми-
тельной активизации данного перехода послужила пу-
бликация в 2012  г. международного стандарта в об-
ласти 3D-метрии текстуры поверхности [3]. Поскольку 
данный стандарт предусматривает трёхмерную про-
странственную фильтрацию текстуры поверхности, в 
комитете ISO началась разработка серии новых стан-

дартов. В настоящее время приняты стандарты [4–7]. В 
связи с появлением новых стандартов становится акту-
альным изучение метрологических свойств трёхмерных 
параметров текстуры поверхности и методов простран-
ственной фильтрации. 

Настоящее исследование направлено на внедрение 
новых средств 3D-метрии текстуры поверхности в части 
пространственной фильтрации высокоточных составля-
ющих обнаруженных неровностей.

Оценка погрешности линейного цифрового 
фильтра. Текстура поверхности  в соответствии с 
композиционной моделью представляет алгебраиче-
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скую сумму фильтруемой детерминированной компо-
ненты , соответствующей волнистости или откло-
нению формы, и случайной компоненты , идентичной 
искомой шероховатости поверхности [8]:

                                 
                          .                                

Результатом применения к общей текстуре поверх-
ности  цифрового фильтра является фильтруемая компо-
нента *, приблизительно равная детерминируемой ком-
поненте. Наиболее распространённый вариант цифрового 
фильтра  – линейный цифровой фильтр, построенный по 
принципу скользящего осреднения с весовой функцией  . 
В общем виде его можно записать в виде двойного инте-
грала:

,         
  

где Тx, Ty – размеры окна осреднения; r, l – вспомога-
тельные подынтегральные переменные.

Погрешность фильтрации можно вычислить как раз-
ность  и :

                                                                               .

Регулярную компоненту поверхности  в области ус-
реднения можно аппроксимировать рядом Тейлора. Если 
в разложении отбросить все слагаемые выше второго по-
рядка, то получим следующее выражение [9]:

   
(1)

Преобразуем линейный фильтр с учётом аппрокси-
мации (1):

                                                                                                           (2)

 Если в выражении (2) раскрыть скобки, то фильтр будет 
представлен в виде алгебраической суммы составляющих, со-
ответствующих компонентам Тейлоровского разложения :

                                              
              

     На практике все фильтры обладают симметричной (не-

чётной по координатам x, y) весовой функцией. В таком слу
чае слагаемые, соответствующие 

 , 
 
, ,   обращаются в нуль:

                                                                                     

(3)

С учётом полученного разложения (3), запишем погреш-
ность фильтрации в виде суммы четырёх основных компонент:

             
                                                                                     

                            
(4)

Первое слагаемое в выражении (4) представляет 
собой погрешность, вызванную конечностью окна филь-
трации, так как для бесконечного окна она обращается в 
нуль. Второе слагаемое связано с искажением, порожда-
емым случайной компонентой поверхности, и зависит от 
корреляционных свойств случайной компоненты. Третье 
слагаемое порождается регулярной компонентой поверх-
ности и определяется крутизной её формы.

Погрешность, вызванная случайной компонентой по-
верхности, является свёрткой эргодического стационар-
ного случайного процесса:

                            
.
                   

(5)

Свойства свёртки (5) можно оценить количественно с по-
мощью математического ожидания и дисперсии. Математиче-
ское ожидание равно нулю, так как  – центрированный эргоди-
ческий процесс, имеющий нулевое математическое ожидание:

.

Дисперсия случайного процесса  сводится к инте-
гралу от автокорреляционной функции процесса :

. 
       
Поскольку весовая функция не превышает единицы, в 

общем случае интеграл можно ограничить сверху длиной 
корреляции:

                                    
.

              
Данную грубую оценку можно скорректировать, если 

известен максимум  весовой функции:

                                       .  
                                         

После суммирования полученных результатов, ито-
говая погрешность линейного фильтра может быть оце-
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нена сверху с помощью следующего выражения:
            

     

Оценка погрешности фильтра Гаусса. Для наиболее 
распространённого фильтра Гаусса с отсечками шага , 

 по осям х, у  весовая функция имеет вид

            
,       (6)

где .
Максимальное значение весовая функция (6) прини-

мает в нуле, следовательно оценкой для погрешности слу-
чайной компоненты при фильтрации с помощью фильтра 
Гаусса будет выражение

                                         
     .                            

Для оценки погрешности регулярной компоненты 
при фильтрации с помощью фильтра Гаусса можно вос-
пользоваться  следующими аналитическими зависимо-
стями:

                             
 

      
                         

 (7)

С учётом зависимостей (7) можно вычислить интеграл, 
аналогичный двум последним слагаемым в выражении по-
грешности, но взятый по бесконечной области: 

                                                  

 .

Поскольку подынтегральная функция неотрица-
тельна, то интеграл по конечной области не превышает 
интеграла по бесконечной. Коэффициенты при вторых 
частных производных регулярной компоненты можно 
оценить сверху:

 
 ; 

 
 .

Весовая функция фильтра Гаусса соответствует нор-
мальному распределению с параметрами:

 ;
 ;  .                         

        
В таком случае погрешность, вызванную конечностью 

окна фильтрации, можно оценить через функцию Лапласа:

 
                                                                       

. 

Таким образом, суммарную погрешность фильтра Га-
усса можно оценить сверху с помощью следующего вы-
ражения:

  
 (8) 

Анализ погрешности фильтрации для характерных 
типов детерминированных составляющих. Харак-
терная амплитуда шероховатости  находится в ди-
апазоне 1–10 мкм, а соответствующие базовые длины  

=0,25…2,5 мм. Для большинства методов обработки по-
верхности (в особенности для абразивных методов) вы-
сотное распределение неровностей близко к нормаль-
ному, а амплитуда шероховатости  приблизительно в 
шесть раз больше . 

В дальнейшем анализе за единицу отсчёта примем 
шероховатую поверхность с =1/6 мкм, что совпадает с 
амплитудой шероховатости. Такой поверхности соответ-
ствует базовая длина в 0,8 мм [10]. Значение длины кор-
реляции  принято за 0,1. Ширина окна фильтрации  не 
должна превышать базовой длины . Характерные раз-
меры фильтруемой детерминированной составляющей 
неровностей поверхности заданы относительно принятой 
единицы отсчёта. 

На практике наиболее распространёнными случаями 
детерминированной составляющей текстуры поверхности 
являются синусоидальная волнистость и наклон поверх-
ности. При фильтрации наклона детерминированная со-
ставляющая представляет собой линейную функцию:

                                    .                               (9)

Вторые производные от линейной функции (9) 
обращаются в нуль, поэтому от координат  зависит 
только погрешность конечности окна фильтрации. Она 
максимальна на краях поверхности и пропорциональна 

. Итоговая формула для погрешности в этом случае 
упрощается до выражения

                                    

.

Погрешность случайной компоненты можно 
минимизировать при увеличении параметров фильтра 

 , . Для минимизации погрешности конечности окна 
фильтрации ширина окна  должна быть достаточной по 
сравнению с . Значения погрешности  конечности окна 
фильтрации фильтра Гаусса при  для характерных 
соотношений , равных 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5 составляют, 
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соответственно 10–28; 10–6; 0,019; 0,705; 3,98.
Из-за изотропности регулярной и нормальной 

составляющих поверхности в расчётах предполагалось, что 
. Оптимальные значения погрешности достигаются 

при максимальной ширине окна   . На рис. 1 
представлена итоговая погрешность и обе её составляющие 
для , при этом высота наклона поверхности равна 
амплитуде шероховатости. Оптимальное значение 
параметра , при этом погрешность фильтрации 
составляет 10,56 %. В табл. 1 представлены значения 
погрешности и оптимальные параметры фильтрации для 
различных соотношений 

 
. 

Погрешность фильтрации наклона поверхности при-
близительно пропорциональна амплитуде её шерохова-
тости и в меньшей степени зависит от абсолютного на-
клона. Максимальная погрешность наблюдается вблизи 
края этой поверхности. 

Синусоидальная волнистость в трёхмерном случае 
описывается произведением двух синусоид: 

 
.

 
Вторые частные производные от регулярной составля-

ющей текстуры поверхности в таком случае примут вид:

 
;

       
.

Оценивая погрешность по предельным значениям, 
можно считать, что

                               
 ;  

 
. 

                   
 (10) 

  

При подстановке оценки для частных производных вто-
рого порядка (10) в выражение (8) получается выражение

           

Принимая амплитуды волны и шероховатости сопоста-
вимыми, можно полагать, что . Характерный шаг 
волнистости составляет 1–5 мм, что в относительных ве-
личинах соответствует . 

В расчётах авторы исследовали изотропный случай, 
когда , . Соотношение  было принято 
1/3, что обеспечило малую погрешность конечности окна 
фильтрации без существенного увеличения прочих по-
грешностей, при этом допустимый параметр  мог дости-
гать значения 3. 

В табл. 2 представлены оптимальные значения пара-
метра фильтрации и погрешности для различных  при со-
хранении соотношения . На рис. 2, а показаны 
все составляющие погрешности и итоговая погрешность 
при , , а на рис. 2, б – при , .

Рис. 1. Погрешность фильтра Гаусса при фильтрации наклона по-
верхности:

1 – погрешность конечности окна фильтрации; 2 – погрешность 
случайной компоненты; 3 – суммарная погрешность

Т а б л и ц а 1
Погрешность фильтрации наклона фильтром Гаусса

Параметр
0,5 1 2 5 10

 ,      % 9,48 10,56 11,56 12,75 13,6 

 ,    % 18,98 10,56 5,78 2,55 1,36

3,9 3,5 3,1 2,8 2,6

Рис. 2. Погрешность фильтра Гаусса при фильтрации волны с 
шагом, равным базовой длине шероховатости, для , 

ω=1 (a) и , ω=5 (б):
1 – погрешность конечности окна фильтрации; 2 – погрешность 
случайной компоненты; 3 – погрешность регулярной компоненты; 

4 – суммарная погрешность
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Т а б л и ц а  2  

Погрешность фильтрации наклона фильтром Гаусса при 
 

Параметры
1 2 3 4 5

 ,  % 35,7 28,5 25,1 23,2 22 

1,20 1,50 1,65 1,80 1,95

Из анализа полученных для результатов выявлено, что 
при сохранении соотношения  фиксированным сум-
марная погрешность фильтрации варьируется в умеренных 
масштабах. При изменении соотношения  вариация 
суммарной погрешности гораздо значительнее. В табл. 3 
представлено уменьшение суммарной погрешности при 
увеличении шага волны при фиксированном значении вы-
соты волны .

Т а б л и ц а  3

Погрешность фильтрации наклона фильтром Гаусса при 

Параметры
1 2 3 4 5

 ,  % 45,1 28,5 21,8 18,1 15,6 

0,90 1,50 1,95 2,40 2,70

Заключение. Проведённый с помощью линейного 
цифрового фильтра Гаусса анализ погрешности цифровой 
пространственной фильтрации текстуры поверхности по-
зволил выявить основные влияющие факторы, и полу-
чить расчётные аналитические зависимости для общего 
и частных случаев фильтрации наклона и волнистости. 
Вычисления показали, что данный фильтр применим для 
фильтрации рассмотренных видов регулярной составля-
ющей поверхности. Наименьшая погрешность фильтра 
наблюдается при подавлении волн с большим шагом и 
малой амплитудой.

Полученные результаты можно применить при импле-

ментации международных стандартов [3, 5], а также при 
внедрении новых средств 3D-метрии текстуры поверх-
ности в отечественной промышленности.

Исследование проведено при поддержке Миноб-
рнауки России в рамках государственного задания  
(№ 114030440026) на оказание услуг (выполнение работ) 
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