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Предложен новый обширный класс двоичных (0, 1)-последовательностей, включающий бесконечное множество 
бесконечных множеств обобщённых расширенных последовательностей. Данные последовательности 
получены путём расширения инверсных расширенных псевдослучайных последовательностей и позволяют 
создать кодирующие коллиматоры интегрально-кодовых систем измерений пространственных распределений 
источников излучения с возможностью варьирования среднего пропускания и эффективной реализации 
радиационно-физического эксперимента при использовании мультиплексных измерений. 
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It is offered the new extensive class of binary (0, 1)-sequences including the infinite set of infinite sets of generalized 
expanded sequences, which are obtained with an expansion of inverted expanded pseudorandom sequences. These 
sequences allow the construction of coding collimators of integral-code measuring systems for radiation sources space 
distributions with more considerable possibility for a variation of a coded collimator average transmission and a more 
effective realization of results of the radiation-physical experiment optimization for multiplexed measurements.

Key words: binary sequence, expanded sequence, inverted sequence, integral-code measuring system, coding 
collimator.

С начала 1960-х годов для формирования изображений 
пространственных распределений источников ионизиру-
ющего излучения стали применять кодированные апер-
туры или кодирующие коллиматоры. Такие системы при-
нято называть мультиплексными или интегрально-кодо-
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использовали зонные пластины Френеля [1] и многопин-
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турам с заданным двумерной кодирующей таблицей распо-
ложения отверстий [3]. Поиск новых (0, 1)-последовательно-
стей и таблиц для ИКСИ всегда привлекал исследователей  
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оправдано.
Для изготовления двумерного кодирующего коллиматора 

необходима кодирующая ПСТ. Известны следующие спо-
собы построения двумерных ПСТ из одномерных ПСП: по-
строчный, диагональный и самоподдерживающийся [11–13]. 
При этом первые два способа образуют ПСТ размерности 

 из одной ПСП длины , а третий способ обра-
зует ПСТ размерности  из двух ПСП с длинами ,  

.
Первоначально кодирующие коллиматоры использовали 

для помехоподавления. Затем были изучены их шумоподав-
ляющие свойства, и решена общая задача оптимизации 
среднего пропускания ( ) таких приборов для миними-
зации погрешности, обусловленной квантовой статистикой 
полезного сигнала и некодируемым фоном [3, 11]. 

Дисперсии оценок и критерии оптимальности на 
классе ПСП. С точки зрения теории планирования экспе-
римента рассмотренные выше -матрицы-циркулянты 

, описывающие функционирование ИКСИ, тоже являются 
матрицами плана (планами) эксперимента. В соответствии 
с этой теорией оптимальной матрицей плана  будет ма-
трица, в которой достигается минимум выражения для кри-
терия оптимальности на выбранном классе матриц. При 
этом критерий оптимальности зависит от характеристик ко-
вариационной матрицы оценок.

В теории планирования эксперимента наиболее часто 
используют критерии D-, A- и Е-оптимальности, представ-
ляющие соответственно определитель PD , след PA  и мак-
симальное собственное значение PE  ковариационной ма-
трицы оценок результатов измерений [3, 11–13]. 

Дисперсии оценок и результаты их возможной оптими-
зации (минимизации) зависят от схемы измерений и класса 
матриц, описывающих пропускание кодирующего колли-
матора ИКСИ. Эксперимент легко реализуем на классе (0, 
1)-матриц. 

Рассмотрим критерий PA планирования эксперимента и 
дисперсию  оценки j‑й компоненты пространственного рас-
пределения источников излучения. Данные параметры по-
зволяют оптимизировать среднее пропускание кодирующих 
коллиматоров, построенных на базе -матриц [11-13]. 
Для произвольной матрицы плана эксперимента  порядка 
 запишем уравнения:

            ;                 (3)

             ,                 (4)

где ,  – дисперсии полезного кодируемого сигнала  
( ) и некодируемой помехи, соответственно;  – 

-й элемент матрицы ; – ‑й элемент обратной ма-
трицы , .

Для -матрицы формулы (3), (4) примут соответ-
ственно вид 

                          ;                          (5)

                                                                                          .  (6)

основе одномерных псевдослучайных последовательно-
стей (ПСП) и двумерных кодирующих псевдослучайных 
таблиц (ПСТ), состоящих из 1 и 0 [7].

Псевдослучайную последовательность удобно опреде-
лять как строку -матрицы-циркулянта, являющейся 
квадратной (0, 1)-матрицей  порядка v и удовлетворя-
ющей условию [8–10]:

                                                             (1)

где т – знак транспонирования матрицы;  – единичная 
диагональная матрица порядка v;  – квадратная ма-
трица порядка v, все элементы которой равны единице; 
k,  – целые числа. При этом k равно количеству единиц, 
а (v– k)  – количеству нулей в каждой строке и каждом 
столбце -матрицы.

Соответственно, матрицу , из которой получена ПСП, 
можно назвать образующей или матрицей плана (планом) 
эксперимента. На языке теории разностных множеств 

-матрица-циркулянт есть матрица инцидентности 
циклического совершенного разностного множества, а на 
языке теории комбинаторных блок-схем – матрица инци-
дентности симметричной уравновешенной неполной блок-
схемы [8, 10]. Необходимым условием существования 

-матрицы является выполнение соотношения

                                  
.                                (2)

Заметим, что (0, 1)-матрицы-циркулянты с одной еди-
ницей и  единицами в каждой строке можно отнести 
к вырожденным -матрицам, как формально удовлет-
воряющие соотношениям (1), (2). 

Инверсная матрица, в которой единицы заменены ну-
лями, а нули – единицами, является ассоциированной с 
любой -матрицей. Получившаяся после такого ин-
вертирования матрица является -матрицей с па-
раметрами   и . Поэтому, 
зная ПСП с , можно найти ПСП с . 

Параметры -матриц обобщены в табл. 1. Боль-
шинство известных псевдослучайных последовательно-
стей объединены в семейства и типы, классификация ко-
торых дана в [3, 8, 11–14]. Поэтому повсеместное исполь-
зование термина uniformly redundant arrays (URA), введён-
ного в работе [15] для обозначения апертур, которые по-
строены на основе всего лишь одного из семейств ПСП, не 

Т а б л и ц а  1
Параметры (v, k, )-матриц

Параметры Значения параметров

Число +1 в любой строке

Число нулей в любой строке

Собственные значения ма-
трицы  (кратность)

, (1)
, ( )
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Т а б л и ц а  2
Параметры (0, 1)-матрицы  

Параметры Значения параметров
Количество вставляемых 

нулей
Порядок  матрицы 

Число +1 в любой строке  
матрицы 

k

Число нулей в любой стро-
ке матрицы 

Собственные значения 
матрицы  (кратность)

, ( )
, 

Примечание:  – прямое произведение матриц ,  ;  – единичная диаго-
нальная матрица порядка .

Формулы (5), (6) позволяют с учётом (2) найти 
оптимальное количество пинхолов  в зависи-
мости от v,  и  (j=1, 2,…,v). Заметим, что опти-
мальные значения лежат в диапазоне   
[3, 11–13].

Большой интерес представляют фокусирующие 
(томографические) свойства многопинхольных ко-
дирующих коллиматоров [3, 11–13], позволяющие 
визуализировать пространственное распреде-
ление трёхмерных источников излучения без вра-
щения массивной детектирующей системы вокруг 
объекта исследования, что технически не всегда 
возможно. 

Выполненные исследования показали, что 
успешное практическое решение таких задач как 
планирование радиационно-физического экспери-
мента и планарная эмиссионная томография во 
многом ограничено небольшим набором существу-
ющих ПСП и ПСТ требуемой размерности с коэффи-
циентом пропускания, необходимым для построения 
выбранного кодирующего коллиматора. 

Расширенные псевдослучайные после-
довательности. В [16] был предложен класс  
(0, 1)-последовательностей, названных расши-
ренными псевдослучайными последовательно-
стями (РПСП), а также класс построенных на их основе 
расширенных псевдослучайных таблиц (РПСТ), опре-
деляющих свойства новых кодирующих коллиматоров. 
Алгоритм построения РПСП заключается в добавлении 
после каждого элемента ПСП одинакового числа нулей  
b .

Таким образом, с каждой исходной ПСП можно сопо-
ставить бесконечное семейство расширенных последо-
вательностей длины  , причём коли-
чество единиц в полученных последовательностях каж-
дого семейства будет постоянным и равным количеству 
единиц в исходной ПСП. Расширенную последователь-
ность, образованную вставлением b нулей, называют 
РПСП порядка b. Применение РПСП во многом решает 
отмеченную проблему ограниченного числа пригодных 
для построения кодирующих коллиматоров ПСТ.

Следует отметить, что РПСП можно образовывать как 
из классических ПСП с количеством единиц k в диапазоне 

, так    и    из   инверсных     ПСП,  соответствующих   ассоци-
ированным -матрицам-циркулянтам с . 
При этом популярны ПСП с . Количество РПСП 
значительно увеличивается за счёт вырожденных ПСП  
с . При этом исходная вырожденная ПСП превраща-
ется в невырожденную РПСП с . 

Параметры образующей (0,1)-матрицы  (  ,  
( ), соответствующей РПСП, которая построена из 
любой ПСП (с количеством единиц k в диапазоне  ) 
с образующей -матрицей-циркулянтом , обобщены в 
табл. 2.

Расширенные ПСП увеличивают количество воз-
можных двумерных кодирующих таблиц построчного и 
диагонального типов, а также соответствующих им коди-
рующих коллиматоров c размерностью в диапазоне от 
7×7 до 99×99 более чем в 500 раз. 

Для статистического критерия PA и дисперсии  
оценки j‑й компоненты пространственного распреде-

ления источников излучения при использовании ИКСИ 
с кодирующим коллиматором на основе РПСП справед-
ливы следующие выражения:

 
;  

                              
. 

     

Инверсные РПСП. Можно рассмотреть новый класс ин-
версных последовательностей, образованных из РПСП. Преоб-
разование заключается в замене нулей единицами, а единиц ну-
лями, что приводит к увеличению количества единиц, или в при-
менении к кодирующим коллиматорам, к увеличению количества 
открытых пинхолов. Аналогичная процедура имеет место при пе-
реходе от классических ПСП к ассоциированным.

Параметры (0,1)-матриц, описывающих инверсные РПСП, 
обобщены в табл. 3. 

Количество инверсных РПСП достаточно велико и равно ко-
личеству РПСП. 

Для статистического критерия PA и дисперсии  оценки j‑й 
компоненты пространственного распределения источников излу-
чения при использовании ИКСИ с кодирующим коллиматором на 
основе инверсной РПСП справедливы следующие выражения:

 
;

              

     

   

                                                                                        ,

где  ;
;  – целая часть 

числа , в формулах функций для η1, η2.
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операцию инвертирования можно применить не только к 
исходной ПСП, но и к любой РПСП, то для дальнейшего 
расширения в качестве исходной можно использовать ин-
вертированную РПСП. Уже после первого расширения по-
лученная обобщённая расширенная последовательность 
(ОРП) имеет . Затем полученные ОРП снова 

Т а б л и ц а  3
Параметры (0, 1)-матриц , описывающих инверсные РПСП

Параметры Значения параметров

Исходная матрица для 
РПСП

Число +1 в любой строке
Число нулей в любой 

строке

Собственные значения 
матрицы  (кратность)

, (1), ( ),
,  

Т а б л и ц а  4
Параметры (0, 1)-матриц , описывающих ОРП уровня n

Параметры Значения параметров

Параметр расширения

Порядок матрицы

Число +1 в любой строке

Число нулей в любой 
строке

Инвертированная матрица 
предыдущего уровня

 
Матрица

 
Обратная матрица 

Матрица 

Обратная матрица 

Инверсные РПСП допускают дальнейшее обобщение с 
помощью операции расширения, которая аналогична приве-
дённой для ПСП.

Обобщение инверсных РПСП. Для построения РПСП 
в качестве исходной можно взять как классическую ПСП 
с , так и инверсную с . Так как 

можно инвертировать и расширить, чтобы полу-
чить последовательности следующего уровня, 
и т. д. 

В предложенной иерархии РПСП, обра-
зованная из любой (с количеством единиц k 
в диапазоне ) ПСП с параметрами 

 вставлением  нулей, явля-
ется ОРП 1-го уровня (ОРП-1) с параметрами 

, причём она имеет длину  и со-
держит  единиц и  нулей. 
Если взять любую ОРП-1, инвертировать её и при-
менить операцию расширения, получим расши-
ренную последовательность 2-го уровня (ОРП-2) 
с параметрами , причём она имеет длину 

 и содержит  
единиц и  нулей. Для обоб-
щённой последовательности n-го уровня (ОРП-
 ) с параметрами  её длина  и ко-

личество единиц  будут определяться следую-
щими выражениями:

 
.

Параметры (0,1)-матриц , описывающих 
свойства ОРП-n, обобщены в табл. 4. 

Для статистического критерия PA и дисперсии 
  оценки j-й компоненты пространственного рас-

пределения источников излучения при использо-
вании ИКСИ с кодирующими коллиматорами на 
основе ОРП-n справедливы выражения: 

 ,  , 
 – целая часть

 
числа . 

Для полноты описания приведём параметры 
(0, 1)-матриц , описывающих ОРП-2 (табл. 5). 
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Для статистического критерия PA и дисперсии  оценки 
j‑й компоненты пространственного распределения источ-
ников излучения при использовании ИКСИ с кодирующим 
коллиматором на основе ОРП-2 справедливы следующие 
выражения:

                                                                   ;

где:  ;

                                                                                                    ;

в формулах функций g1, g2  – целая часть числа .
Заключение. Приведены основные свойства новых по-

следовательностей. Предложенные обобщённые РПСП 
наряду с теоретическим интересом позволяют значительно 
увеличить количество двумерных кодирующих таблиц и со-
ответствующих им кодирующих коллиматоров с различ-
ными размерностями и коэффициентами пропускания. Это 

позволяет расширить выбор кодирующих 
устройств для реализации радиационно-фи-
зического эксперимента при использовании 
мультиплексных систем измерений. 
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