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ОБЩИЕ ВОПРОСЫ МЕТРОЛОГИИ И ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКИ

Аннотация. Определено влияние информации о зависимости случайных величин на аппроксимационные свойства 
непараметрической оценки плотности вероятности типа Розенблатта-Парзена. Получено отношение асимптотических 
выражений средних квадратических отклонений независимых и зависимых случайных величин. Это отношение для 
двухмерных случайных величин рассмотрено как количественная оценка влияния информации об их зависимости на 
аппроксимационные свойства ядерной оценки плотности вероятности. Установленное отношение определяется видом 
плотности вероятности и объёмами исходных статистических данных, которые используются при оценивании плотностей 
вероятностей зависимых и независимых случайных величин. Полученные общие результаты подробно рассмотрены 
применительно к двухмерным линейно зависимым случайным величинам с нормальными законами распределения. 
Определена функциональная зависимость отношения средних квадратических отклонений независимых и зависимых 
двухмерных случайных величин от коэффициента корреляции и проанализирована зависимость этого отношения от 
объёмов статистических данных. Разработана методика оценивания функционала от вторых производных двухмерных 
случайных величин с нормальными законами распределения. Полученные результаты являются основой создания 
модификаций «быстрых» процедур оптимизации ядерных оценок плотностей вероятностей в условиях больших выборок.
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Abstract. The infl uence on the approximation properties of a nonparametric probability density estimate of Rosenblatt-Parzen 
type of the information on the dependence of random variables is determined. The ratio of the asymptotic expressions of the mean 
square deviations of independent and dependent random variables is obtained. This relation for a two-dimensional random variable 
is considered as a quantitative assessment of the infl uence of information about their dependence on the approximation properties 
of the kernel probability density estimate. The established ratio is determined by the kind of probability density and the volumes 
of the initial statistical data that are used in estimating the probability densities of dependent and independent random variables. 
The general results obtained are considered in detail for two-dimensional linearly dependent random variables with normal distribution 
laws. The functional dependence of the ratio of the mean square deviations of the independent and dependent two-dimensional 
random variables on the correlation coeffi  cient is determined. The dependence of the considered ratio on the volume of statistical 
data is analyzed. A method for estimating the functional of the second derivatives of two-dimensional random variables with normal 
distribution laws is developed. The results obtained are the basis for the development of modifi cations of “fast” procedures for 
optimizing kernel estimates of probability densities in conditions of large samples.
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Введение. Теоретическую основу разработки вероят-
ностных алгоритмов обработки информации в условиях 
априорной неопределённости составляют методы оценива-
ния плотностей вероятностей случайных величин. Для это-
го широко используется непараметрическая оценка плот-
ности вероятности типа Розенблатта-Парзена [1–10]. На её 
основе создан ряд модификаций восстановления плотнос-
тей вероятностей для условий больших и малых объёмов 
статистических данных [11, 12]. Значимость полученных ре-
зультатов заключается в возможности формирования алго-
ритмов обработки информации, адаптируемых к условиям 
исследования объектов различной природы [13–22].

Одно из перспективных направлени й синтеза подоб-
ных алгоритмов – учёт априорных сведений о зависимости 
случайных величин, в пространстве которых принимается 
решение. Результаты исследования значимости влияния 
информации о независимости одномерных случайных ве-
личин при синтезе непараметрической оценки их плот-
ности вероятности представлены в работе [23]. При этом 
установлены условия асимптотической несмещённости и 
состоятельности произведения непараметрических оце-
нок плотностей вероятностей. На этой основе обоснована 
возможность существенного повышения аппроксимацион-
ных свойств непараметрических оценок плотностей веро-
ятностей. Полученные результаты обобщены на много-
мерные случаи [24]. Априорные сведения о независимости 
случайных величин повышают эффективность оценива-
ния плотностей вероятностей, что особо проявляется при 
больших размерностях. Эти результаты являются общими, 
так как основаны на сравнении порядков сходимости пока-
зателей эффективности непараметрических оценок плот-
ностей вероятностей.

Цель настоящей работы – определение и анализ отно-
шения асимптотических выражений средних квадратичес-
ких отклонений ядерной оценки плотности вероятности для 
линейно зависимых двухмерных случайных величин.

Ядерная оценка многомерной плотности вероятнос-
ти и её свойства. Многомерная непараметрическая оцен-
ка плотности вероятности p(x1, …, xk) типа Розенблатта-
Парзена, восстанавливаемая по выборке статистически не-
зависимых наблюдений случайных величин 
объёмом n, имеет вид

(1)

Ядерные функции Φ(uv) в статистике (1) удовлетворяют 
условиям

Здесь и далее бесконечные пределы интегрирования 
опускаем. С ростом длины интервалов ∆v изменений зна-
чений случайных величин xv увеличиваются значения 

 Поэтому считаем, что  где σv − сред-
ние квадратические отклонения (СКО) случайных величин

Тогда ядерную оценку плотности вероятности (1) 
запишем в виде

(2)

Последовательности коэффициентов размытости ядер-
ных функций  а значения 
при 

Асимптотические свойства СКО  при исполь-
зовании технологии доказательства [8] рассмотрены в ра-
ботах [23, 24].

Определим асимптотическое выражение СКО 
от восстанавливаемой плотности вероятности p(x1, …, xk):

(3)

где M − знак математического ожидания;  − 
вторая производная функции p(x1, …, xk) по компоненте xv;

Оптимальное значение параметра c коэффициентов 
размытости ядерных функций  непараметрической 
оценки плотности вероятности (2) определяется из условия 
минимума критерия W(c) (3):

(4)

при условии, что вид ядерных функций 
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Подставив значения c в выражение (3), получим мини-
мальное СКО  от p(x1, …, xk):

(5)

Для одномерного случая при  полученный резуль-
тат (5) соответствует СКО  от p(x), полученному в ра-
боте [23].

Асимптотические выражения СКО  и  
Значение СКО ядерной оценки плотности вероятности для 
двухмерной случайной величины в соответствии с критери-
ем (5) при  представим в виде

(6)

Определим СКО непараметрической оценки плотности 
вероятности при условии независимости случайных величин 
x1, x2. Нетрудно заметить, что поставленная задача сводится 
к вычислению функционала B в выражении (6). Для независи-
мых случайных величин x1, x2 основные составляющие B опре-
деляются выражениями

где p(2)(xv) – вторые производные функции p(xv) по компо-
ненте 

Тогда функционал B для независимых случайных вели-
чин запишем в виде

Предположим, что в общем случае объёмы статисти-
ческих данных при оценивании плотностей вероятностей 
p(x1, x2) и p(x1)p(x2) отличаются. Обозначим через  n объёмы 
исходных данных, используемых при восстановлении плот-
ностей вероятностей p(x1)p(x2) и p(x1, x2) соответственно. 
Тогда запишем асимптотическое выражение СКО независи-
мых случайных величин x1, x2 как

(7)

Анализ аппроксимационных свойств ядерной оцен-
ки плотности вероятности для независимых и зависи-
мых случайных величин. Вычислим R – отношение СКО 

  для независимых и зависимых двухмер-
ных случайных величин с учётом выражений (6), (7):

(8)

Рассмотрим частный случай, когда случайные величи-
ны x1, x2 являются линейно зависимыми. Считаем, что x1, 
x2 имеют нормальные законы распределения с параметра-
ми СКО σ1, σ2 и коэффициентом корреляции r. Результаты 
вычислительных экспериментов для условий  приве-
дены на рисунке. Для независимых случайных величин при 

 и  отношение  что подтверждает корректность 
выполненных преобразований. При  с увеличением ко-
эффициента корреляции r, определяющего линейную функ-
циональную зависимость между x1 и x2, значения R умень-
шаются в соответствии с полиномом

(9)

Средняя относительная ошибка аппроксимации модели 
(9) зависимости R от r

определяется значениями 0,01 и 0,02 соответственно для 
 и  Здесь количество N наблюдений со-

ответствует данным таблицы. Для интервала значений 
 количество наблюдений 

Зависимость отношения R СКО плотностей вероятностей 
  от неотрицательного коэффициента корре-

ляции r случайных величин x1, x2 при параметре  1,3; 1; 0,7; 
0,5 (кривые 1–5 соответственно); точки характеризуют результаты 

вычислительных экспериментов

Dependence of the ratio R of the standard deviations of the probability 
densities  , on the non-negative correlation coeffi  cient 
r of the random variables x1, x2 with the parameter  1.3; 1; 0.7;  0.5 
(curves 1–5 respectively); points characterize the results of computational 

experiments
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Значения  для независимых случайных величин 
x1, x2 при различных вариантах σ1, σ2 являются постоянными:

(10)

Наблюдаемую тенденцию уменьшения значения R с ростом 
коэффициента r можно объяснить снижением аппроксимацион-
ных свойств непараметрической оценки плотности вероятности 

 при увеличении линейной зависимости между случай-
ными величинами x1, x2. В этих условиях значения  в формуле 
(7) являются константой, так как не зависят от r и параметров 
σ1, σ2 нормальных законов распределения, а значения B увели-
чиваются. Данное утверждение подтверждается анализом фор-
мулы (4). Одна из основных составляющих (4) определяется 
значением функционала B от вторых производных восстанав-
ливаемой плотности вероятности и СКО случайных величин.

Если объёмы  n исходных статистических данных при 
восстановлении плотностей вероятностей p(x1)p(x2), p(x1, x2) 
отличаются, то сохраняется обнаруженная тенденция зави-
симости R от коэффициента корреляции r, однако нарушает-
ся основное условие  при  Например, в условиях  
при  значение  при  значение  
при  значение  при  значение  (см. 
рисунок). Поэтому представленные результаты исследований 
обосновано могут быть использованы при 

Если в модели (9) принять  то области её определе-
ния распространяется на интервал 

Анализ результатов вычислительных экспериментов 
для нормальных законов распределения двухмерных ли-
нейно зависимых случайных величин позволил обнаружить 
закономерность, которая позволяет оценивать значения 
функционала B по исходным статистическим данным и мо-
дели (9). Преобразуем выражение (8) при  как

где отношение R определим с использованием модели (9). 
По результатам вычислительных экспериментов установле-
на возможность оценивания значений B по выражению

(11)

Число 0,159 соответствует значению  при ,   
Данный результат можно проверить с использованием та-
блицы и выражения (10).

Рассмотрим пример оценивания функционала B с ис-
пользованием модели (11) при   и  В этих ус-
ловиях с учётом моделей (9), (11) значение  Сравним 
значение  с результатами вычислительного эксперимента 
(см. таблицу). На пересечении строки при  и столбца 
B(1; 3) значение  т. е.  В других условиях сред-
ние относительные ошибки оценивания B не превышают 
значение 0,01 для 

Полученные результаты являются основой разработки 
новых модификаций «быстрых» алгоритмов оптимизации 
непараметрических оценок плотностей вероятностей по ко-
эффициентам размытости ядерных функций [25–34].

Заключение. Отношение СКО непараметрических оце-
нок плотностей вероятностей случайных величин является 
количественным критерием их зависимости. При формиро-
вании отношения используются результаты исследования 
асимптотических свойств плотностей вероятностей неза-
висимых и зависимых случайных величин. Для двухмерных 
случайных величин отношение СКО независимых и зависи-
мых случайных величин определяется в основном видом 
плотности вероятности, их вторых производных и объёмом 
исходных статистических данных. Рассматриваемое отно-
шение в меньшей степени зависит от вида ядерной функции 
непараметрической оценки плотности вероятности.

Для двухмерных нормальных законов распределения 
отношение СКО независимых и линейно зависимых случай-
ных величин равно единице, если объёмы статистических 
данных  n равны. В противном случае, это отношение не 
выполняется. С ростом коэффициента корреляции наблю-
дается уменьшение указанного отношения СКО.

Полученные результаты можно обобщить на многомерный 
случай и на их основе синтезировать «быстрые» процедуры 
оптимизации непараметрических алгоритмов обработки ин-
формации при больших объёмах статистических данных.
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