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Аннотация. Задача синхронизации бортовых часов навигационных космических аппаратов рассмотрена с 
релятивистской точки зрения с использованием концепции «координатной одновременности». Эта концепция позволяет 
однозначно интерпретировать результаты синхронизации в рамках общей теории относительности. Алгоритм обработки 
межспутниковых измерений сформулирован в терминах приборной реализации собственного времени космического 
аппарата и координатного времени системы отсчёта. Указаны правила преобразования между координатной и собственной 
шкалами времени. Получено аналитическое выражение для периодической релятивистской поправки к оценённому 
значению относительного ухода часов, записанное в координатном времени наземного наблюдателя. Значение поправки 
превышает допустимую погрешность синхронизации и должно учитываться при обработке межспутниковых измерений. 
Вычислена погрешность определения релятивистской поправки, ограничивающая сверху период перезакладки 
эфемеридных данных на борт космических аппаратов.
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Abstract. The problem of the synchronization of onboard clocks of navigation satellites has considered from a relativistic point 
of view using the concept of “coordinate simultaneity”. This concept allows an unambiguous interpretation of the synchronization 
results within the framework of general relativity. The algorithm of intersatellite measurements processing has formulated in terms 
of a proper time of a space vehicle and the coordinate time of a reference frame. Rules of transformation between coordinate and 
proper time scales have indicated. An analytical expression has obtained for the periodic relativistic correction to the estimated 
value of the relative clock drift. This correction has expressed in terms of the coordinate time of a ground observer. The value of 
this correction exceeds the acceptable synchronization error and should be taken into account for the inter-satellite measurements 
processing. The error of the relativistic correction determination has calculated. This error provides an upper limit for the period 
of uploading of ephemeris data on the board of the space vehicle. 
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Введение. Нормальное функционирование глобальной 
навигационной спутниковой системы (ГЛОНАСС) требует 
регулярного обновления параметров орбитального движе-
ния навигационных космических аппаратов (КА) и уходов их 
бортовых часов относительно общесистемной шкалы вре-
мени. В настоящее время обновление параметров орбит и 
часов выполняется c помощью сети наземных контрольных 
станций. Контрольные и измерительные станции ГЛОНАСС 
размещены преимущественно на территории Российской 

Федерации, поэтому измерение эфемеридно-временных 
параметров и их закладка на борт КА возможны не чаще 
одного-двух раз в сутки. Существующие средства измере-
ний и синхронизации времени обеспечивают относитель-
ную стабильность бортовых часов КА ГЛОНАСС на уровне 
1−5·10−13. Среднее квадратическое отклонение (СКО) вза-
имной синхронизации времени составляет 8–20 нс. Погреш-
ность сверки шкал времени КА со шкалой системного време-
ни, формируемой наземным центральным синхронизатором, 
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не превышает 10 нс [1, 2]. Таким образом, СКО случайного 
ухода бортовых часов КА относительно системной шкалы 
времени при суточном интервале коррекции не превыша ет

Для повышения точности навигационных измерений с по-
мощью ГЛОНАСС необходимо повысить частоту измерений 
параметров орбит и часов и уменьшить период их полного 
обновления на КА [3]. Одно из возможных решений этой за-
дачи – установка на борт КА системы, позволяющей КА обме-
ниваться информацией между собой и измерять параметры 
движения и ухода часов одного спутника относительно дру-
гого. Результаты межспутниковых измерений, выполненных 
между отдельными парами КА, передаются по цепочке в на-
земный центр обработки, где по ним вычисляются уточнённые 
параметры орбит и часов. Результаты обработки из наземного 
центра поступают на какой-либо доступный для связи КА, а за-
тем распространяются между остальными КА с помощью той 
же системы. Межспутниковые измерения позволят автономно 
вычислять эфемеридно-временные параметры КА внутри кос-
мического сегмента ГЛОНАСС без участия наземных центров 
измерения и обработки информации. Результаты межспутни-
ковых измерений предполагается использовать для контроля 
технического состояния часов КА, обнаружения кратковремен-
ных нестабильностей (скачков) в измерениях бортовых часов 
КА длительностью 10–180 с и амплитудой 0,5–2 нс [4].

На данный момент на КА ГЛОНАСС размещены две сис-
темы для решения задач межспутниковых измерений и свя-
зи.  Бортовая аппаратура межспутниковых измерений ис-
пользует радиосигналы с кодовым разделением каналов и 
несущей частотой 2,2 ГГц [3, 5, 6]. В межспутниковой лазер-
ной навигационно-связной системе для измерений исполь-
зуются пачки лазерных импульсов с длиной волны 0,83 мкм, 
передаваемых от одного КА к другому. Передача инфор-
мации в межспутниковой лазерной навигационно-связной 
системе выполняется в результате модуляции положения 
отдельных импульсов внутри пачки [7–10]. В обеих систе-
мах используется встречный беззапросный тип измерений, 
при котором сигнал передаётся только в одну сторону – от 
передатчика к приёмнику, без обратной передачи ответного 
или отражённого сигнала. Каждый из взаимодействующих 
КА самостоятельно начинает передачу измерительного сиг-
нала согласно собственной циклограмме и одновременно 
принимает встречный сигнал, независимо передаваемый 
другим КА. Моменты излучения и приёма сигнала регистри-
руются в различных шкалах времени – шкале передающего 
и принимающего КА соответственно. Зарегистрированные 
моменты времени являются первичными измеряемыми ве-
личинами в межспутниковой измерительной системе. Эти 
моменты времени содержат информацию о движении одно-
го КА относительно другого. Из первичных измерений фор-
мируются разностные комбинации, которые предполагает-
ся применять для вычисления параметров орбитального 
движения КА ГЛОНАСС и уходов часов отдельных КА отно-
сительно шкалы времени навигационной системы [4, 11–19].

Однако во всех цитируемых работах представление об 
абсолютном времени взято из классической механики. В то 
же время процедура обработки первичных измерений опи-
сана с неявным использованием постулата о независимости 
скорости света от инерциальной системы отсчёта, который 
вводится в специальной теории относительности. Заявлен-
ная точность межспутниковой синхронизации 1−2 нс описы-
вается величинами того же порядка, что и релятивистские 
эффекты, возникающие при движении КА в поле тяготения 
Земли. В [19] сделана ограниченная рамками специальной 
теории относительности попытка рассмотрения реляти-
вистских эффектов применительно к задаче межспутни-
ковой синхронизации. Полный анализ релятивистских эф-
фектов требует учёта поля тяготения Земли, т. е. задача 

Рис. 1. Расположение КА на общей эллиптической орбите: 
направление движения показано круговой стрелкой в центре 
рисунка; 1–8 – порядковые номера восьми КА и их расположение 
в орбитальной плоскости в начальную эпоху (расчёта средней 
аномалии); «синий шар» – позиция КАi  в момент приёма 
сигнала от КАj  «зеленый шар» – позиция КАj в момент приёма 
сигнала от КАi; ∆M0 – угловые расстояния между КА в начальную 
эпоху; a – большая полуось; КАi,j – взаимодействующие КА; dij, 
dji – траектории сигналов от КАi к КАj и наоборот; θn – истинная 
аномалия КАn  x, y – оси орбитальной системы координат; xn, 

yn – оси, повернутые на угол истинной аномалии КАn

Fig. 1. Distribution of space vehicles on the common elliptic orbit. 
The direction of motion is shown by the round arrow in the center of 
fi gure. 1–8 – sequential numbers of eight space vehicles (SV) and their 
arrangement in the orbital plane at the initial epoch of the mean anomaly 
calculation; ∆M0 – equal angular displacements between space vehicles 
at the initial epoch; a – major semiaxis;   – connecting space 
vehicles; “blue ball” – position of the SVi at the instant of reception of 
the signal from SVj; “green ball” – position of the SVj at the instant of 
reception of the signal from SVi; dij – trajectory of the signal from SVi to 
SVj; dji – trajectory of the signal from SVj to SVi; θn – true anomaly for 
SVn  x, y – axes of the orbital coordinate system; xn, yn – axes, 

have turned on the true anomaly angle of SVn
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всевозможные негравитационные факторы, влияющие на дви-
жение КА и не учитываются шумы передающей и принимающей 
аппаратуры [17, 18]. В качестве эксцентриситета взят максималь-
ный эксцентриситет из 24 орбит, представленных в (Эфемериды 
ИАЦ: [сайт]. URL: https://www.glonass-iac.ru) на дату 22.10.2020 г.

Уход часов КА определяется относительно национальной 
шкалы координированного времени России UTC(SU), которая 
является опорной шкалой времени системы ГЛОНАСС и наци-
ональной реализацией шкалы всемирного координированного 
времени UTC. Шкала времени UTC является специфической 
реализацией международной шкалы земного времени TT (Time 
Terrestrial). Время TT измеряют часы, расположенные на уровне 
моря и неподвижные относительно вращающейся Земли.

Позиция и скорость КА (эфемериды КА) задаются относи-
тельно геоцентрической системы отсчёта GCRS (Geocentric 
Celestial Reference System), определённой в резолюции B1.3 
24-й Генеральной ассамблеи МАС и рекомендованной для 
описания движения космических объектов в околоземном 
пространстве. Время в GCRS задаётся относительно шкалы 
времени TCG (Temps Coordonnée Géocentrique), определён-
ной в рекомендации III резолюции A.4 22-й Генеральной ас-
самблеи МАС 1991 г. Физически это определение означает, 
что время TCG измеряется часами, размещёнными в центре 
масс Земли и находящимися под действием гравитацион-
ных полей всех тел Солнечной системы, кроме поля Земли. 
В принятом здесь приближении время TCG можно рассма-
тривать как время, измеренное неподвижными относительно 
GCRS и бесконечно удалёнными от Земли часами.

Полученные результаты верны для любой другой геоцен-
трической системы отсчёта, в которой метрика околоземного 

Параметр Значение

Средний радиус Земли RE, км 6371

Гравитационная постоянная GM, м3/с2 398600,4418·109

Нормальный потенциал на поверхности 
общеземного эллипсоида W0, м2/с2 62636861,4

Номинальный радиус орбиты a0, км 25471

Эксцентриситет e 0,00274

Средняя скорость КА v, м/с 3955,905 

Период обращения КА TSV, ч 11,2377 

Максимальная длина трассы вдогонку 19544288,606

Минимальная длина трассы навстречу 19445114,475

Разность длин трасс
максимальная 477,525

минимальная 473,119

Разностная поправка:

максимальная 796,43

минимальная 789,08

Таблица  1

Параметры орбитальной конфигурации

синхронизации должна рассматриваться в рамках общей 
теории относительности.

Постановка задачи. Рассмотрим релятивистскую зада-
чу межспутниковой синхронизации как задачу определения 
ухода бортовых часов одного КА относительно другого. Вза-
имные уходы часов между парами КА позволяют синхрони-
зировать часы каждого отдельного КА с часами некоторого 
опорного КА вдоль замкнутой цепочки межспутниковых вза-
имодействий [4]. Рациональный выбор опорного КА (напри-
мер, имевшего недавний сеанс связи с наземным центром 
управления) позволяет своевременно корректировать дрей-
фы и обнаруживать сбои бортовых часов отдельных КА.

Для выделения основных релятивистских эффектов и по-
лучения их численных значений в данной работе использует-
ся предельно упрощённая модель измерений и движения КА. 
Предполагается, что восемь КА движутся в одной орбиталь-
ной плоскости по общей эллиптической орбите (рис. 1). Па-
раметры орбитальной конфигурации представлены в табл. 1.

Геометрия околоземного пространства в данной работе опи-
сывается метрикой теории относительности Эйнштейна в гармо-
нической калибровке, рекомендуемый вид которой определён в 
резолюции B1.3 24-й Генеральной ассамблеи Международного 
астрономического союза (МАС) 2000 г., взятой с точностью до 
первых постньютоновских поправок для сферической Земли ра-
диусом RE (см. табл. 1). Радиус RE соответствует среднему ра-
диусу Земли для земного эллипсоида ПЗ-90.11. Несферичность 
Земли, а также гравитационное притяжение Луны и Солнца в 
метрике не учитываются. Учёт этих факторов необходим при 
постановке задачи релятивистской синхронизации с точностью 
лучше 1 нс. Также в данной работе не принимаются во внимание

пространства-времени совпадает с метрикой GCRS с точ-
ностью до членов порядка c–2 включительно (c – скорость 
света в вакууме). Способ определения такой системы от-
счёта в рамках данной работы не имеет принципиального 
значения, так как решается задача синхронизации бортовых 
часов КА, а не определения их пространственных координат.

В работе приняты следующие обозначения. Моменты 
времени излучения и приёма сигналов, измеренные борто-
выми часами КА (моменты собственного времени), обозна-
чены соответственно τ, ρ, моменты возникновения этих же 
событий в шкале времени системы отсчёта, в которой рас-
сматривается задача синхронизации, – соответственно t, q.

Первичная обработка встречных измерений. Про-
цедура межспутниковых измерений представляет собой 
независимый обмен электромагнитными сигналами между 
двумя КА. Если показания бортовых часов КА достигают 
заранее заданного программного значения τпр, то на КА 
включается передатчик для излучения электромагнитного 
сигнала в направлении другого КА. Численное значение 
τпр одинаково для обоих КА. Моменты времени фактичес-
кого излучения сигнала фиксируются на каждом КА по его 
собственным бортовым часам. Момент излучения от КАi 
к КАj, измеренный часами КАi, обозначим  
(в обратную сторону − ), причём . Различия 
между моментами фактического излучения сигналов обус-
ловлены разными задержками в передающей аппаратуре 
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различных КА. Сигнал, излучённый КАi, принимается на КАj 
в момент времени  измеренный по часам КАj. Измерения мо-
ментов времени, выполненные по бортовым часам, содержат ухо-
ды часов относительно шкалы времени навигационной системы:

(1)

где tij, tji − моменты излучения; qij, qji − моменты приёма в си-
стемной шкале времени; δi, δj – уходы бортовых часов КАi, 
КАj относительно системной шкалы времени.

Уход часов КАj относительно КAi задаётся величиной 
 такой что  где   – моменты воз-

никновения одного и того же события X по часам соответ-
ственно КАi, КАj.

Момент приёма  находится из «светового» 
уравнения

где rn(t) – координаты КАn относительно GCRS в момент 
времени t;  – длина трассы распро-
странения сигнала от КАn к КАm.

После завершения обмена измерительными сигналами 
КА передают друг другу по обычному каналу связи значения 
измеренных моментов времени     (первичные из-
мерения) из которых формируется двойная разность [6–16]:

(2)

которая интерпретируется как оценка ухода часов КАj отно-
сительно КАi. Подставим выражения из системы (1) в двой-
ную разность (2):

(3)

где Δtij, Δtji − длительности распространения сигналов в си-
стемной шкале времени; dij, dji – длины трасс распростране-
ния сигналов от КАi до КАj и обратно.

Оценка (3) относительного ухода часов δij содержит по-
правку  возникающую из-за разности рас-
стояний, которые проходят сигналы, распространяющиеся 
навстречу dji и вдогонку dij между соседними КА (см. рис. 1). 
Эта поправка изменяется с периодом TSV обращения КА 
в границах, приведённых в табл. 1, и должна учитываться 
при обработке первичных межспутниковых измерений.

Координатная синхро  низация часов и геометрия про-
странства-времени. Согласно ГОСТ 8.567-99 «Измерение 
времени и частоты. Термины и определения» под синхрониза-
цией часов понимается приведение часов в такое состояние, 
при котором их показания в момент возникновения любого со-
бытия совпадают. В классической механике понятие синхро-
низации имеет однозначное толкование в силу абсолютности 

одновременности, которая следует из абсолютности времени. 
В специальной теории относительности одновременность от-
носительна и понятие синхронизации однозначно формулиру-
ется только для часов, неподвижных относительно инерциаль-
ной системы отсчёта. Часы считаются синхронизированными, 
если их показания настроены согласно процедуре синхрониза-
ции Эйнштейна, которая вводится по определению. Формаль-
ное применение этой процедуры в условиях общей теории 
относительности вызывает трудности и не всегда приводит к 
однозначному результату [20–22].

В общей теории относительности используются два связан-
ных типа времени – собственное и координатное. В общем слу-
чае координатное время не является физической величиной, 
не измеряется никакими часами и имеет чисто геометрический 
смысл − одна из координат в четырёхмерном пространстве-
времени. Момент координатного времени возникновения собы-
тия может быть получен только в результате вычислительной 
обработки результатов наблюдений. Измеряемым временем в 
общей теории относительности является собственное время – 
время, измеряемое часами, скреплёнными с наблюдателем и 
расположенными с ним в одной точке пространства. Подбором 
системы координат можно выбрать часы, собственное время 
которых будет совпадать с координатным временем, но (в об-
щем случае)  только в месте расположения этих часов, а не во 
всём пространстве.

В математическом смысле четырёхмерное простран-
ство-время является четырёхмерным псевдоевклидовым 
пространством, в котором возможны положительные, от-
рицательные и нулевые «расстояния» между различными 
точками. Далее это пространство будем называть контину-
умом, чтобы отличать его от обычного трёхмерного простран-
ства (далее – пространство). Положение события в контину-
уме задаётся координатами   из 
которых координаты x1, x2, x3 являются пространственными, 
а  где t – координатное время. Для того чтобы выйти 
из затруднения с синхронизацией часов в общей теории от-
носительности, в прикладной астрономии введено понятие 
«координатной синхронизации» [21–23]. Координатная син-
хронизация основана на понятии координатной одновре-
менности – два события «1» и «2» с координатами  и 

 считаются одновременными, если равны моменты коор-
динатного времени возникновения этих событий . Таким 
образом, пространственно-разнесённые часы считаются 
синхронизированными, если совпадают значения моментов 
координатного времени возникновения любого события, рас-
считанные из значений моментов собственного времени воз-
никновения этого события. Координатная одновременность 
относительна, поэтому часы, синхронизированные в одной 
системе отсчёта, не будут синхронизированы в другой.

Геометрия континуума описывается метрическим тензо-
ром (метрикой)  с помощью которого вычис-
ляются расстояния между бесконечно близкими точками. 
Шестнадцать компонент тензора gαβ в некоторой (исходной) 
системе координат получаются в результате решения урав-
нения Эйнштейна для гравитационного поля. Если часы 
переместились из точки {xα} в бесконечно близкую точку 
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 то квадрат интервала («расстояния») между этими 
точками (используются тензорные обозначения для сумми-
рования по одинаковым верхнему и нижнему индексам):

С часами связана их собственная система координат, от-
носительно которой часы неподвижны. В бесконечно малой 
окрестности часов между исходной и собственной система-
ми координат существует взаимно-однозначное преобразо-
вание, переводящее тензор общего вида gαβ в диагональ-
ный тензор  точку {xα} в точку {0, 0, 0, 0}, 
а точку  – в точку {cdτ, 0, 0, 0}, где dτ – промежуток 
собственного времени, измеренный часами за время пере-
мещения. Квадрат интервала инвариантен относительно 
локальных преобразований координат:

(4)

где  – координатная скорость часов.
Пусть в некоторый момент координатного времени t0 

значение собственного времени на часах равно τ0. Соб-
ственное время τ1 в момент координатного времени t1 полу-
чается интегрированием (4):

(5)

Значение координатного времени t1 восстанавливается 
из измеренного значения собственного времени τ1 как ре-
шение уравнения (5) относительно верхнего предела ин-
тегрирования. Для решения этого уравнения необходимо 
знать траекторию движения часов и метрику континуума.

Электромагнитный сигнал – наиболее быстрое и удобное 
средство оповещения движущихся часов о возникновении 
синхронизирующего события. Этот сигнал распространяется 
хоть и с предельной, но конечной скоростью, поэтому в задаче 
синхронизации необходимо учитывать время распространения 
сигнала от точки возникновения события до часов. Интервал 
между двумя событиями, состоящими в перемещении сигнала 
из точки {xα} в  (или обратно), всегда равен нулю:

Записанное квадратное уравнение относительно dt име-
ет два решения

(6)

Знак «+» соответствует времени перемещения сигнала 
из точки {xα} в  знак «–» – в обратном направлении.
Время распространения сигнала между разнесёнными точками 

получается интегрированием первого решения (6) вдоль тра-
ектории сигнала в пространстве:

(7)

где r1, r2 – координаты начальной и конечной точек.
Электромагнитный сигнал распространяется в простран-

стве вдоль линии с наименьшим временем распростране-
ния, которая в континууме имеет нулевую длину. Такая ли-
ния называется изотропной геодезической. Таким образом, 
для расчёта времени распространения сигнала между двумя 
точками, нужно построить изотропную геодезическую между 
этими точками, а затем проинтегрировать (7) вдоль неё.

Преобразования шкал координатного времени. Мет-
рический тензор gαβ околоземного континуума в GCRS (с ко-
ординатным временем TCG) в рамках нашего приближения 
сводится к виду [24]:

(8)

где  – потенциал гравитационного поля сферичес-
кой Земли в точке с геоцентрическим радиус-вектором r; 
GM – гравитационная постоянная Земли (см. табл. 1); δkm –
символ Кронекера. 

Промежутки координатных времён ∆t∞ (TCG) и ∆t (UTC) 
связаны линейным отношением

где ; W0 – гравитационный 
потенциал на поверхно сти геоида (см. табл. 1), включающий 
в себя вращение Земли;  – постоянная преобра-
зования временных шкал (табл. 2). 

При замене шкалы времени TCG на UTC координатные 
скорости КА (заданные относительно GCRS) преобразуют-
ся следующим образом:

где  − координатные скорости в шка-
лах времени UTC и TCG соответственно.

Подставим коэффициенты тензора (8) в (5):

(9)

где  – моменты собственного времени КА, соответству-
ющие моментам координатного времени t∞0, t∞1;
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Для номинальных значений параметров орбиты ГЛОНАСС 
(см. табл. 1):

Подынтегральное выражение в (9) разлагается в 
ряд относительно слагаемого порядка с–2, а слагаемые 
порядка с–4 и выше здесь и далее отбрасываются в 
силу малости:

(10)

где  – погрешность приближения подын-
тегрального выражения. 

Эта погрешность даёт дрейф оценки собственного 
времени КА 4 пс/сут. и при регулярных коррекциях ей 
можно пренебречь. Интегрирование (10) вдоль эллип-
тической орбиты выполнено в [24]:

Параметр Значение

Гравитационный радиус Земли μE, мм 8,87

Константа преобразования временных шкал LG 6,969290134·10−10

Аппаратная коррекция темпа хода часов КА kE −4,35748042·10−10

Гравитационная задержка:

максимальная вдогонку 23,994

минимальная навстречу 23,725

Максимальная абсолютная поправка:

0,6

0,33

4,7

Таблица  2

Релятивистские постоянные и поправки

(11)

где  – гравитационный радиус Земли (см. табл. 2); 
a – большая полуось орбиты; r∞(t∞), v∞(t∞) − радиус-вектор и 
вектор скорости КА для координатного времени t∞.

Для применения (11) к КА ГЛОНАСС необходимо пре-
образовать это выражение к координатному времени UTC. 
Для этого достаточно выполнить подстановки

(12)

где  − эфемери-
ды КА относительно GCRS для координатного времени t; 
t∞0, t0 − условные моменты начала отсчёта времени в шка-
лах TCG и UTC соответственно. В значении t0 учитывается 
полное число високосных секунд на момент выполнения 
подстановки. После подстановки выражение (11) перепи-
сывается в виде

(13)

Частота бортового стандарта 5 МГц КА ГЛОНАСС, 
задающего темп хода бортовых часов, смещена на 

 где  (см. 
табл. 2). За счёт этого смещения промежуток «приборного»
времени Δτ на КА с точностью до периодического слагаемо-
го уравнивается с промежутком координатного времени ∆t 

на геоиде:  где  − промежуток соб-
ственного времени КА в (13). Поскольку все циклограм-
мы и измерения на борту КА выполняются относительно 
«приборного» времени, оно часто рассматривается как 
единственное собственное время КА. Здесь время τ бу-
дем называть «приборным», чтобы подчеркнуть его отли-
чие от «истинного» собственного времени КА, описанного 
в общей теории относительности. Умножим обе части (13) 
на  и получим уравнение связи приборного времени 
КА с координатным временем системы ГЛОНАСС:

(14)

Координатная синхронизация по встречным изме-
рениям. Пусть в некоторый момент координатного време-
ни tSn на КАn выставлено начальное значение приборного 
времени  КАi излучает в направление КАj электро-
магнитный сигнал в момент времени  измеренный 
по его бортовым часам. Этот сигнал принимается на борту 
КАj в измеренный момент времени  Здесь τij, ρij − 
моменты приборного времени излучения на КАi и приёма 
на КАj; δn – уход бортовых часов КАn от шкалы приборного 
времени. При «классическом» рассмотрении задачи син-
хронизации символ δn обозначал уход часов относительно 
шкалы времени системы.

Обозначим моменты координатного времени излучения 
и приёма сигнала tij и qij и запишем (14) для измеренных мо-
ментов излучения и приёма  и 

(15)

где an – большая полуось орбиты КАn, 
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Выражения (15) упрощаются, если момент tSn начальной 
выставки бортовых часов привязывать к моменту прохож-
дения апогея или перигея КАn (когда ), а начальный 
момент приборного времени выставлять как  Раз-
ность между упрощёнными выражениями (15)

(16)

где  – релятивистская поправка на разность 
больших полуосей орбит взаимодействующих КА. 

Подставим релятивистскую модель встречных измере-
ний (16) в двойную разность (2):

(17)

На круговой орбите  и (17) по форме совпа-
дает с (3).

Длительность распространения сигнала по шкале времени 
TCG получается интегрированием (7) в околоземном простран-
стве с метрикой (8) [25]:

(18)

где  – релятивистская поправка 
на гравитационную задержку распространения сигнала, 

 Для общей теории относительности Эйн-
штейна значения параметров в обозначениях [25] равны 

   Длительность ∆tij по шкале UTC получа-
ется из ∆t∞ij после подстановки (12) в (18):

(19)

Подставим (18) в (16): 

где  − релятивистские поправки с периодом по-
вторения TSV.

Поправка  соответствует разности больших 
полуосей орбит КАi и КАj  которая на прак-
тике не встречается. Поэтому поправкой  при практичес-
ких расчётах можно пренебречь. Максимальные абсолют-
ные значения поправок   приведены в табл. 2 и ими 
тоже можно пренебречь. График поправки  показан на 
рис. 2. Это наиболее значимая релятивистская поправка, 
максимальное абсолютное значение которой равно 4,7 нс 
(для эксцентриситета ) превышает требуемую 
точность определения относительного ухода часов. Эта по-
правка должна учитываться при обработке межспутниковых 
измерений на эллиптических орбитах. Для чисто круговых 
орбит эта поправка равна нулю.

Окончательное выражение для релятивистской двойной 
разности межспутниковых измерений по форме совпадает 
с (3) c точностью до релятивистской поправки

(20)

В момент выполнения межспутниковых измерений на бор-
ту КА доступно только его приборное время. Согласно (15), 
значения моментов приборного времени КА отличаются от мо-
ментов координатного времени UTC на сумму значений ухода 
часов и релятивистской поправки. При наихудшем значении 
нестабильности бортовой шкалы времени СКО этого отличия 
не превышает 50 нс (при суточной коррекции). Поэтому для 
расчёта поправок в (20) в реальном времени в выражения 

Рис. 2. Релятивистская поправка и суммарные погрешности ис-
правления двойной разности межспутниковых измерений между 
КА1 и КА2 (см. рис. 1); t – текущее время UTC; δt – временной 
интервал UTC;  – релятивистская поправка; 1, 2, 3, 4 – границы 
±σΣij для окончательных, предварительных и оперативных эфеме-
рид СВОЭВП и для широковещательных эфемерид ГЛОНАСС-М 

(см. табл. 3)

Fig. 2. Relativistic correction and accumulated errors of the correction 
of the double diff erence of the intersatellite measurements between 
of the SV1 and SV2 on the fig. 1; t – current time UTC, [hour]; 
δt – time interval UTC [ns];  – relativistic correction; 1, 2, 3, 4 –
±σΣij limits for final, rapid and ultra-rapid products of the System 
of High-Precision Determination of Ephemeris and Time Correc-
tions (SHPDETC) and for broadcast ephemeris of a GLONASS-M 

(Table 3)
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для   можно подставить значения эфе-
мерид, вычисленные на моменты приборного 
времени излучения и приёма сигналов:

(21)

Погрешности расчёта поправок. Оце-
ним погрешности расчёта разностной  и 

 − матрица  преобразования из «повёрнутой» системы 
координат {xn, yn, zn} в орбитальную {x, y, z} (см. рис. 1):

где  – истинная аномалия КАn в момент времени 
Вариации поправок с учётом вариаций отдельных слагаемых:

где

Дисперсии погрешностей разностной  и релятивист-
ской  поправок запишем как

где  − ковариационные матри-
цы погрешностей позиции и скорости КА; M{…} − оператор 
математического ожидания;  − максимальное СКО 
ухода часов.

Вариации поправок  и  содержат общие случай-
ные компоненты. Поэтому дисперсия  погрешности суммы 

 поправок не равна сумме дисперсий этих поправок:

Тип эфемерид
СКО позиции, м

σΣij, нсрадиальной трансверсальной бинормальной

Окончательные 0,1 0,5 0,2 0,1

Предварительные 0,4 3,0 1,5 0,3

Оперативные 0,7 5,0 2,0 0,6

Широковещательные 1,5 7,0 7,0 1,2

Таблица  3

СКО доступных эфемерид

релятивистской  поправок, обусловленные только по-
грешностями задания эфемерид КА и уходами часов. Счи-
тается, что все КА движутся в одной плоскости по общей 
эллиптической орбите (см. рис. 1). Погрешности эфемерид 
и часов для каждого КА имеют одинаковые распределения, 
независимы и постоянны в течение измерительного сеанса. 
Погрешности эфемерид приведены в табл. 3, где указаны 
СКО окончательных (fi nal), предварительных (rapid) и опера-
тивных (ultra-rapid) эфемерид системы высокоточного опре-
деления эфемерид и временных поправок (СВОЭВП) (Ха-
рактеристики СВОЭВП: [сайт]. URL: http://glonass-svoevp.ru). 
Там же приведены при суточном прогнозе СКО широковеща-
тельных (broadcast) эфемерид, передаваемых в навигацион-
ных кадрах КА ГЛОНАСС-М [2]. СКО погрешностей отдельных 
компонент скорости одинаковы для всех типов эфемерид и 
составляют 0,2; 0,03; 0,03 см/с соответственно для радиаль-
ной, трансверсальной и бинормальной скоростей.

Дисперсии отдельных погрешностей расчёта поправок 
вычисляются как математические ожидания квадратов их 
вариаций  и  в окрестностях расчётных значений

где  Вариации отдель-
ных слагаемых:

где  − ускорение КАn;  – измерен-
ный момент времени;   − погрешности радиальной 
(ось xn), трансверсальной (ось yn) и бинормальной (ось zn) 
компонент позиции и скорости КАn;  − еди-
ничный вектор из передающего КАn в принимающий КАm; 
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Максимальное значение СКО σDij определения разност-
ной поправки даже при наихудших погрешностях широкове-
щательных эфемерид (табл. 3) не превосходит  и 
ей можно пренебречь. Суммарная погрешность исправлен-
ного выражения (20) определяется исключительно погреш-
ностью расчёта релятивистской поправки. Графики σΣij СКО 
суммарной погрешности расчёта поправки показаны на рис. 2 
для погрешностей различных типов эфемерид, встречающихся 
на практике (см. табл. 3). Погрешность определения реляти-
вистской поправки на широковещательных эфемеридах (ли-
ния 4) превосходит требуемую точность в 1 нс синхронизации 
часов между двумя КА. Это значение погрешности вписывает-
ся в заданные пределы на оперативных эфемеридах СВОЭВП 
(линия 3), публикуемых с задержкой в 1−2 ч относительно 
реального времени. Отсюда можно сделать вывод, что мак-
симальный период перезакладки эфемеридной информации 
на КА, необходимый для межспутниковой синхронизации ча-
сов с требуемой точностью, не должен превышать двух часов.

Заключение. Релятивистское рассмотрение задачи меж-
спутниковой синхронизации показывает, что различие в про-
межутках времени, измеренных бортовыми часами различ-
ных КА, обусловлено не только их техническим состоянием. 
Заметный вклад в это различие вносят движение КА и геомет-
рия пространства-времени, в котором происходит это движе-
ние. Для того, чтобы связать измерения двух бортовых ча-
сов, необходимо выразить их пространственные траектории 
через общий параметр – координатное время. Координатное 
время не является физической величиной и определяется 
чисто математическими методами. Наблюдения КА выпол-
няются с поверхности Земли и подавляющее большинство 
пользователей навигационной системы ГЛОНАСС также на-
ходится на её поверхности. Поэтому координатное время 
ГЛОНАСС определяется так, чтобы его ход совпадал с ходом 
часов наземного наблюдателя.

Синхронизация часов основана на понятии одновремен-
ности, под которым в данной работе понимается координат-
ная одновременность, т. е. два события считаются одновре-
менными, если равны значения их координатного времени. 
Координатная одновременность – чисто математическое 
понятие, поэтому уходы бортовых часов относительно ко-
ординатного времени нельзя измерить непосредственно. 
Эти уходы могут быть получены только в результате вычисли-
тельной обработки доступных наблюдений, использующей со-
гласованную модель геометрии околоземного пространства.

Межспутниковые измерения предполагается использо-
вать, в том числе, для определения уходов часов одного КА 
относительно другого. Так как в конструкции бортовых часов 
уже учтены основные релятивистские эффекты, то реляти-
вистское выражение для относительного ухода часов можно 
записать в аналитическом виде, который получается при рас-
смотрении задачи межспутниковой синхронизации в рамках 
классической механики. Различие между классическим и ре-
лятивистским выражением проявляется в физическом смыс-
ле термина относительный уход часов и в виде аддитивной 
релятивистской поправки. В классическом выражении отно-
сительный уход часов − разность между индивидуальными 

техническими уходами часов КА относительно шкалы времени
навигационной системы. В релятивистском выражении – это 
разность между индивидуальными техническими уходами 
часов КА относительно воображаемых идеальных бортовых 
часов. Эти часы измеряют собственное время, ход которого 
относительно других идеальных часов определяется разли-
чиями в их траекториях. Релятивистская поправка заметно 
превосходит требуемую точность межспутниковой синхрони-
зации в 1 нс. Эта поправка должна учитываться при первич-
ной обработке межспутниковых измерений.

При расчёте релятивистской поправки используются векто-
ры координат и скоростей взаимодействующих КА в моменты 
излучения и приёма электромагнитных сигналов. Погрешности 
широковещательных эфемерид, имеющихся на борту КА, не поз-
воляют рассчитать эту поправку с приемлемой точностью. Од-
нако уровень погрешностей оперативных эфемерид СВОЭВП, 
полученных по результатам обработки наблюдений за движени-
ем КА в течение 1–2 ч, оказывается достаточным для расчёта 
релятивистской поправки с СКО 0,6 нс. Поэтому максимальный 
период перезакладки точных эфемеридных данных, допустимый 
для нормального функционирования межспутниковой измери-
тельной системы, не должен превышать двух часов.
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