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Аннотация. Рассмотрена задача аналитического представления экспериментальной комплексной частотной 
характеристики гидрофона на основе модели, состоящей из линии опережения и минимально-фазовой части. Модель 
учитывает резонансные свойства гидрофона и влияние дифракции звука на активном элементе. Предложены алгоритмы 
аппроксимации комплексной частотной характеристики дробно-рациональной функцией комплексной переменной по 
данным амплитудно-частотной и (или) фазочастотной характеристики гидрофона. Приведены примеры применения 
алгоритмов для обработки экспериментальных частотных характеристик измерительных гидрофонов. Полученные 
результаты позволят упростить калибровку и многократно сократить размерность калибровочных данных при сохранении 
точности, характерной для рабочих измерительных гидрофонов.

Ключевые слова: фазовая калибровка гидрофона, минимально-фазовая частотная характеристика, комплексная 
дробно-рациональная аппроксимация
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Abstract. The problem of analytical representation of hydrophone complex frequency response based on a model consisting 
of an advance line and a minimum-phase part, which describing the eff ect of sound diff raction and resonance properties of 
an active element, is considered. Algorithms are proposed for approximating the hydrophone complex frequency response by 
a fractional-rational function of the complex variable according to the data of the hydrophone amplitude-frequency and/or phase-
frequency responses. Examples of the application of these algorithms for processing experimental frequency characteristics of 
hydrophones are given.
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Введение. В гидроакустике наметился переход от из-
мерений энергии звуковой волны к определению точной 
формы акустического сигнала. Этот переход обусловил соз-
дание эталонных установок, которые наряду с традицион-
но используемой амплитудно-частотной характеристикой 
(АЧХ) позволяют определять фазочастотную характеристи-
ку (ФЧХ) гидрофона. Традиционная задача эталона в акус-
тике – получение значения соответствующей физической 
величины для конкретной частоты, либо набора конкретных 
частот. Этого вполне достаточно для передачи единицы 
по ступеням поверочной схемы. Возможность определять 

дискретные значения АЧХ и ФЧХ только на заданных часто-
тах позволяет контролировать преобразователи, например, 
при их подборе для изготовления антенных решёток. Для 
решения задач, связанных с необходимостью восстанавли-
вать форму акустического сигнала, требуются непрерывные 
АЧХ и ФЧХ. В таких случаях предпочтительно использовать 
аналитическое выражение комплексной чувствительности 
гидрофона, а не наборы данных АЧХ и ФЧХ.

Цель настоящей статьи – предложить приёмы , позволя-
ющие представлять частотную характеристику чувствитель-
ности гидрофона аналитически в виде комплексной функции.
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Аналитическое представление комплексной частотной 
характеристики чувствительности гидрофона. В [1] предло-
жен способ построения модели гидрофона, состоящей из линии 
опережения и минимально-фазовой части, описывающей резо-
нансные свойства гидрофона и влияние дифракции звука на ак-
тивном элементе. При этом АЧХ гидрофона Мг(f) не изменяется, 
а ФЧХ гидрофона φг(f) имеет вид суммы двух составляющих:

где  – минимально-фазовая частотная характеристи-
ка (МФЧХ) гидрофона; φл. о(f ) – фазовый набег на линии 
опережения.

Фазовый набег линии опережения аналитически пред-
ставляет функция ka, где  – волновое число; с – ско-
рость звука; a – расстояние от поверхности активного эле-
мента до опорной точки гидрофона [1]. Рассмотрим задачу 
аналитического представления частотной характеристики 
минимально-фазовой части модели гидрофона. В теории 
электрических цепей частотную характеристику мини-
мально-фазовой системы принято описывать дробно-ра-
циональной функцией комплексного переменного  [2]. 
Одно из преимуществ применения дробно-рациональной 
функции – физичность получаемого аналитического пред-
ставления. Например, резонансы, найденные в результате 
решения дифференциального уравнения колебательного 
контура, являются полюсами, которые получены в резуль-
тате факторизации дробно-рациональной функции.

Для аналитического представления используем иден-
тификацию комплексной частотной характеристики чув-
ствительности гидрофона в классе дробно-рациональных 
функций.

Дробно-рациональная аппроксимация по известным 
АЧХ и МФЧХ. Требуется представить комплексную частот-
ную зависимость, заданную АЧХ гидрофона Мг(f) и МФЧХ 

 дробно-рациональной функцией

наилучшим (в смысле минимальной среднеквадратической 
погрешности) образом приближающей 

Без ущерба общности рассуждений в целях сокращения 
размерности задачи коэффициенты при нулевых степенях 
частоты в знаменателе и числителе дробно-рациональной 
функции будем считать известными. Примем эти коэффи-
циенты равными соответственно единице и значению АЧХ, 
экстраполированной в сторону низких частот, на частоте 
нуль герц. При известных b0, a0 задача получения оценок 

 коэффициентов aM, …, a1; bN, …, b1 по набору значе-
ний   сводится к ми-
нимизации функционала невязки, нелинейного по искомым 
коэффициентам полинома знаменателя:

(1)

В настоящее время используют различные подходы к 
решению задач подобного рода [3–10]. Один из таких под-
ходов состоит в минимизации функционала методом после-
довательных приближений с использованием итерацион-
ной процедуры Санатанана-Кернера.

В предположении, что на итерации с номером  по-
лучены приближённые оценки коэффициентов полинома 
знаменателя  из полученных коэффициентов 
образуют полином  На шаге n итера-
ционной процедуры вместо функционала невязки (1) мини-
мизируют функционал

(2)

где 
В выражение (2) искомые коэффициенты полиномов 

входят линейно, а множители  являются 
взвешивающими коэффициентами. Дифференцировани-
ем (2) по искомым коэффициентам получают систему нор-
мальных уравнений, решение которой относительно оценок 
искомых коэффициентов  полу-
чаемых на шаге с номером n итерационной процедуры, в мат-
ричной записи имеет вид

(3)

На первом шаге итерационной процедуры коэффициен-
ты  принимают равными нулю.

Применение предложенной процедуры проиллюстриру-
ем на примере гидрофона TC4033 (Teledyne RESON A/S, Да-
ния). Частоту f задали в килогерцах. Данные МФЧХ получили 
вычитанием из экспериментальной ФЧХ фазового набега ли-
нии опережения. На рисунке представлены результаты мини-
мизации функционала (1) при степенях полиномов числителя 
и знаменателя дробно-рациональной функции  и  
соответственно. Нули и полюса дают более наглядное пред-
ставление об аппроксимирующей дробно-рациональной 
функции в сравнении с коэффициентами полиномов. Полу-
чили решение: пара нулей  две пары полюсов 
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 и , расположенных симметрично 
относительно действительной оси комплексной плоскости; 
один отрицательный действительный полюс –28,45.

Согласно рисунку различие между экспериментальной АЧХ 
гидрофона 1 и её дробно-рациональной аппроксимацией 2 не 
превышает 0,7 дБ, что сопоставимо с погрешностями рутин-
ных калибровок рабочих гидрофонов, а различие между МФЧХ 
гидрофона 1 и её дробно-рациональной аппроксимацией 2 не 
превышает 3°, что можно считать пренебрежимо малым.

Таким образом, комплексную частотную характеристику 
чувствительности гидрофона TC4033 можно с достаточной 
точностью представить аналитически, используя фазовый 
набег на линии опережения ka и восемь параметров: кон-
станту  два нуля (корни полинома числителя); пять 
полюсов (корни полинома знаменателя). Все нули и полюса 
лежат в левой части комплексной плоскости – отличитель-
ное свойство минимально-фазовой системы.

Дробно-рациональная аппроксимация по известной 
АЧХ. Квадрат АЧХ гидрофона  – действи-
тельная функция (∗ – символ комплексного сопряжения), 
которую можно представить отношением действительных 
полиномов чётных степеней переменной 

Без ущерба общности рассуждений, так же как и в рас-
смотренном выше случае обработки комплексных данных, 
в целях сокращения размерности задачи коэффициенты 
при нулевой степени частоты в знаменателе d0 и числите-
ле c0 предположим известными, приняв их равными соот-
ветственно единице и квадрату АЧХ гидрофона на частоте 
нуль герц 

Оценки  неизвестных коэффициентов c1, …, cM, 
d1, …, dN получим минимизацией квадратичного функцио-
нала невязки:

(4)

где 
Аналогично ситуации с минимизацией функционала (1) 

минимум функционала (4) найдём методом последователь-
ных приближений. На шаге с номером n итерационной про-
цедуры вместо функционала невязки (4) будем минимизи-
ровать функционал

где Dn–1(p) – полином с коэффициентами  полу-
ченными на предыдущей итерации.

Выражение для оценок коэффициентов 
 на шаге n итерационной проце-

дуры в матричной записи имеет вид (3), где

На первом шаге процедуры коэффициенты   
принимают равными нулю.

Процедуру применили к АЧХ гидрофона TC4033 при  
и  Получили решение: четыре нуля и десять полюсов, 
расположенных симметрично относительно нуля комплекс-
ной плоскости. Для получения комплексной аппроксимации 
использовали действительный полюс –28,45, а также пары 
комплексных нулей  и полюсов  

 в левой части комплексной плоскости.
Отличия полученной дробно-рациональной аппрокси-

мации от экспериментальной АЧХ гидрофона не превыси-
ли 0,8 дБ. Для МФЧХ наибольшие отличия составили 12° 
и 15° вблизи частот 75 и 140 кГц соответственно, при этом 
для подавляющего большинства частот отличия не превы-
сили 6°, что вполне приемлемо для выполнения операции 

Экспериментальные (1) амплитудно-частотная (а) и минимально-
фазовая частотная (б) характеристики гидрофона TC4033 и их 

аппроксимации (2)

Frequency response of TC 4033 hydrophone (а), minimum-phase 
frequency response of TC  4033 hydrophone (b), experimental (1), 

approximation (2)
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деконволюции. Наблюдаемое различие решений – расхож-
дения значений нулей и полюсов и, соответственно, ухудше-
ние качества аппроксимации является следствием исполь-
зования данных только об АЧХ. К достоинствам алгоритма 
относится возможность представить комплексную частотную 
характеристику чувствительности гидрофона аналитически 
без учёта ФЧХ.

Дробно-рациональная аппроксимация по извест-
ной МФЧХ. Для минимально-фазовой части комплексной 
частотной характеристики чувствительности гидрофона 

 представленной дробно-рациональной 
функцией

запишем:

Здесь действительная Re и мнимая Im части числителя яв-
ляются, соответственно, чётной и нечётной функциями частоты:

Минимально-фазовая частотная характеристика  
удовлетворяет соотношению  которое 
представляет собой действительную дробно-рациональную 
функцию чётных степеней частоты.

Комплексная функция  
удовлетворяет соотношению

(5)

Из соотношения (5) следует, что  с точ-
ностью до действительного множителя определяется на ос-
нове выбора нулей и полюсов Q(p), лежащих в левой части 
комплексной плоскости.

Возмо жны два сценария параметризации минимально-
фазовой частотной характеристики в виде комплексной 
дробно рациональной функции.

Сценарий 1. По данным МФЧХ получают дробно-рацио-
нальную функцию  из полиномов числителя и 
знаменателя которой строят вспомогательную функцию 
Q(p). Для полученного выражения (5) проводят факториза-
цию полиномов числителя и знаменателя, отбирают нули и 
полюса в левой части комплексной плоскости. Таким обра-
зом, параметризацию  осуществляют путём 
дробно-рациональной аппроксимации данных о МФЧХ, кон-
струирования функции Q(p) и её факторизации.

Сценарий 2. По МФЧХ получают отсчёты действительной и 
мнимой частей функции Q(p), выполняют дробно-рациональную

аппроксимацию полученного комплексного набора данных, 
проводят факторизацию полиномов числителя и знаменателя 
аппроксимирующей дробно-рациональной функции.

Заключение. Использование модели гидрофона, состоя-
щей из линии опережения и минимально-фазовой части, опи-
сывающей влияние дифракции звука и резонансные свойства 
активного элемента, позволило применить методы дробно-ра-
циональной аппроксимации для представления комплексной 
частотной характеристики чувствительности гидрофона анали-
тически по набору значений АЧХ и (или) ФЧХ. Применение пред-
ложенных приёмов представления частотной характеристики 
чувствительности гидрофона в виде комплексной функции поз-
воляет многократно сократить размерность данных калибровки 
при сохранении точности, характерной для калибровки рабо-
чих измерительных гидрофонов. Неоспоримое преимущество 
использования предложенного аналитического представления 
для решения задач восстановления формы акустического сиг-
нала по принятому электрическому сигналу – возможность рас-
считывать АЧХ и ФЧХ гидрофона с любым заранее заданным 
шагом по частоте, не прибегая к интерполяции.
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