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РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ИЗМЕРЕНИЯ

Аннотация. Рассмотрены амплитудная и фазовая проблемы в физических исследованиях. Проанализировано 
построение методов и алгоритмов решения амплитудной и фазовой проблем без привлечения дополнительной 
информации о сигнале и его спектре. Предложены математические модели амплитудной и фазовой проблем в случае 
одномерных и двумерных непрерывных сигналов и найдены приближённые методы их решения. Модели основаны на 
использовании аппарата нелинейных сингулярных и бисингулярных интегральных уравнений. Амплитудная и фазовая 
задачи смоделированы соответствующими нелинейными сингулярными и бисингулярными интегральными уравнениями, 
определёнными на числовой оси (в одномерном случае) и на плоскости (в двумерном случае). Для решения построенных 
нелинейных сингулярных и бисингулярных интегральных уравнений использованы сплайн-коллокационные методы и 
метод механических квадратур. Системы нелинейных алгебраических уравнений, возникающие в ходе применения данных 
методов, решены непрерывным методом решения нелинейных операторных уравнений. На модельном примере показана 
эффективность предложенного метода решения фазовой проблемы в двумерном случае.

Ключевые слова: амплитудно-фазовая проблема, непрерывные сигналы, преобразование Гильберта, нелинейные 
сингулярные интегральные уравнения, численные методы
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Abstract. Amplitude and phase problems in physical research are considered. The construction of methods and algorithms 
for solving phase and amplitude problems is analyzed without involving additional information about the signal and its spectrum. 
Mathematical models of the amplitude and phase problems in the case of one-dimensional and two-dimensional continuous signals 
are proposed and approximate methods for their solution are constructed. The models are based on the use of nonlinear singular and 
bisingular integral equations. The amplitude and phase problems are modeled by corresponding nonlinear singular and bisingular 
integral equations defi ned on the numerical axis (in the one-dimensional case) and on the plane (in the two-dimensional case). To 
solve the constructed nonlinear singular and bisingular integral equations, spline-collocation methods and the method of mechanical 
quadratures are used. Systems of nonlinear algebraic equations that arise during the application of these methods are solved by 
the continuous method of solving nonlinear operator equations. A model example shows the eff ectiveness of the proposed method 
for solving the phase problem in the two-dimensional case.
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Введение. При решении многих задач в оптике, радио-
электронике, геофизике и других областях физики и тех-
нологий возникает фазовая проблема, когда по известной 
амплитуде спектра сигнала требуется определить фазу 
спектра сигнала. Фазовую проблему решают [1–4] различны-
ми методами, реализация которых требует дополнительной 

информации о сигнале и (или) его спектре. Аналогичная си-
туация имеет место при решении амплитудной проблемы, 
т. е. при нахождении амплитуды спектра сигнала по фазе 
спектра сигнала.В настоящей работе рассматриваются как 
фазовая, так и амплитудная проблемы, поэтому будем гово-
рить о решении амплитудно-фазовой проблемы. Отметим 
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особую важность решения амплитудно-фазовой пробле-
мы в информационно-измерительной технике и в задачах 
автоматического управления [1, 2]. В ряде случаев при ис-
следовании линейных стационарных систем передаточная 
функция Ф(jω) восстанавливается по амплитудной A(ω) или 
фазовой φ(ω) характеристике, где ω – частота сигнала.

Исследования амплитудно-фазовой проблемы в за-
дачах информационно измерительной техники и теории 
управления начались в середине прошлого века [1], когда 
методом преобразования Гильберта исследовались одно-
мерные задачи. В одномерном случае амплитудно-фазовая 
задача имеет решение, выраженное сингулярным интегра-
лом, если известно, что преобразование Фурье исходного 
сигнала не имеет корней в верхней (нижней) полуплоскости 
плоскости комплексной переменной. В противном случае 
необходима информация о расположении нулей Фурье-
преобразования. Еще больше трудностей возникает при ре-
шении амплитудно-фазовой проблемы в двумерном случае 
[4]. Амплитудно-фазовая проблема далека от полного её 
решения даже в одномерном случае, остаются открытыми 
как теоретические, так и прикладные вопросы [4].

Особенно остро фазовая проблема проявляется в оп-
тике, так как при регистрации изображения светового поля 
происходит потеря важной информации о фазе рассеянной 
объектом световой волны. В настоящее время существует 
ряд методов решения фазовой проблемы с использовани-
ем различной дополнительной информации.

Большое значение решение фазовой проблемы приоб-
ретает в задачах кристаллографии, дифракции и биофизи-
ки [5–13]. Подробное изложение истории и методов решения 
фазовой проблемы в кристаллографии содержится в [9].

В ряде работ при решении амплитудно-фазовой пробле-
мы в качестве дополнительной информации используются 
граничные значения исследуемых полей. В [5] для восста-
новления светового поля требуется информация о значени-
ях фазы на границе области. Задача сводится к численному 
решению уравнения Гельмгольца.

В [6] получено аналитическое выражение для описания 
фазового градиента монохроматического света, распро-
страняющегося строго в одном направлении. Известен [7] 
метод восстановления фазы, использующий информацию о 
начальных и конечных значениях фазы волнового спектра. 
Специальные методы разработаны для восстановления фа-
зовой информации в задачах биологии и медицины [8]. Ос-
нова этих методов – кристаллография. Обзор итерационных 
методов решения амплитудно-фазовой проблемы дан в [14].

В известных авторам работах восстановление фазы и ам-
плитуды спектра сигнала требует дополнительных условий.

Цель статьи – разработка методики построения матема-
тических моделей амплитудно-фазовой проблемы на осно-
ве аппарата нелинейных сингулярных интегральных урав-
нений (НСИУ) и нелинейных бисингулярных интегральных 
уравнений (НБСИУ).

Для достижения цели решены следующие задачи: 
предложена методика моделирования амплитудно-фа-
зовой проблемы НСИУ для одномерного случая и НБСИУ 

для двумерного случая; найдены численные методы ре-
шения уравнений, входящих в математические модели; на 
модельном примере продемонстрирована эффективность 
построенных алгоритмов.

Непрерывный метод решения операторных уравне-
ний. Амплитудно-фазовая проблема смоделирована с по-
мощью НСИУ и НБСИУ, для решения которых привлечены 
сплайн-коллокационный метод и метод механических квад-
ратур. В результате получены системы нелинейных алгеб-
раических уравнений.

Известно много методов решения систем нелинейных 
алгебраических уравнений. Наиболее часто используют 
метод простой итерации и метод Ньютона – Канторовича. 
Применение метода простой итерации налагает достаточно 
жёсткие условия. Метод Ньютона – Канторовича требует не-
прерывной обратимости якобиана от левой части системы 
уравнений. Этого недостатка лишён непрерывный метод 
решения нелинейных уравнений [15], который не требует 
обратимости якобиана при своей реализации и устойчив к 
возмущениям начальных значений. Поэтому непрерывный 
метод решения нелинейных операторных уравнений вы-
бран для построения итерационных алгоритмов решения 
НСИУ и НБСИУ в настоящей статье.

Пусть X – банахово пространство; K – опера-
тор, отображающий X в X;  

 Λ(K) – логарифмическая норма 
линейного оператора определяемая в [16] выражением 

 где символ  означает, что h 
стремится к нулю, убывая; r, h – положительные вещест-
венные числа; ਝ – тождественный оператор. Для матриц 
в часто используемых пространствах логарифмические 
нормы известны.

Пусть дана вещественная матрица  
в n-мерном пространстве Rn векторов  с нормой

Логарифмическая норма матрицы А [16]:

где Ат – транспонированная матрица;  – наи-
большее собственное значение матрицы 

Рассмотрим нелинейное операторное уравнение

(1)

где  – нелинейный оператор, отображающий бана-
хово пространство Х само в себя.
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Поставим уравнению (1) в соответствие задачу Коши:

(2)

(3)

Справедливо следующее утверждение [15].
Теорема 1. Пусть уравнение (1) имеет решение x*, и на 

любой дифференцируемой кривой g(t), расположенной 
в шаре B(x*, r), выполняются следующие условия:

1) при любом t>0 выполняется неравенство 

2) справедливо неравенство  

 где А′ – производная оператора A; τ – переменная ин-
тегрирования.

Тогда решение задачи Коши (2)–(3) при t, стремящемся к 
бесконечности, сходится к решению x* уравнения (1).

Постановка задачи для одномерных непрерывных сиг-
налов. Пусть функция f(t) принадлежит пространству  
причём интервал [a, b] может быть как конечным, так и беско-
нечным. В этом случае к функции f(t) применимо преобразо-
вание Фурье:

Функция F(ω) принадлежит пространству  и свя-
зана с f(t) обратным преобразованием Фурье:

Запишем  где U(x), 
iV(x) – действительная и мнимая части функции F(ω); A(ω) – 
модуль, φ(ω) – фаза функции F(ω).

Таким образом, амплитудная проблема заключается в 
нахождении амплитуды A(ω) по фазе φ(ω), фазовая – в на-
хождении фазы φ(ω) по амплитуде A(ω).

Обозначим через F(z) преобразование Фурье

и запишем  где  
Функции U(x) и V(x) связаны между собой преобразова-

нием Гильберта [1, 4]:

(4)

Если функция F(z) не имеет нулей в верхней (или нижней) 
полуплоскости плоскости комплексной переменной Z, то извест-
но [1] следующее решение амплитудной и фазовой проблемы:

(5)

Если функция F(z) имеет нули в верхней 
(или нижней) полуплоскости, то справедливы следующие 
формулы [4]:

(6)

(7)

где  – число, сопряжённое с vk;  – суммирование по ну-
лям 

Из формул (5)–(7) следует, что если известны нули 
функции F(z), то задача сводится к вычислению интегралов 

 где R – пространство вещественных чисел. Ме-

тоды вычисления сингулярных интегралов изложены в [17].
Если нули не известны, то необходимо разработать ана-

литические и численные методы решения амплитудно-фа-
зовой проблемы, не требующие предварительной инфор-
мации о нулях функции F(z).

Постановка задачи для двумерных непрерывных сиг-
налов. Ниже представлен подход к решению двумерной ам-
плитудно-фазовой проблемы, основанный на применении 
систем НСИУ.

Рассмотрим фазовую проблему. Пусть  
 Запишем

(8)

Известны следующие формулы [18]:

где G(τ) – преобразование Фурье функции g(x).
Применив к выражениям (8) преобразование Фурье, за-

пишем

(9)
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Из (9) следует, что

(10)

Разделяя в (10) действительные и мнимые части, получаем 
[4] аналоги одномерных преобразований Гильберта по срезам

(11)

(12)

Используем формулы (11)–(12) для построения системы 
НСИУ. Так как 

 то

 
(13)

Из (11) и (13) следует уравнение

(14)

В уравнении (14) переменная ω2 является параметром.
Взяв на сегменте [–B, B], где B – достаточно большое 

число, точки  получим систему НСИУ

(15)

Из приближённого решения системы (15) при  
 найдём значения функции U(ω1, ω2) на сетке 

узлов   где ' – множество 
узлов коллокации, используемых при численном решении 
системы (15).

Заметим, что численный метод решения системы (15) 
описан ниже (см. первую и вторую вычислительные схемы 
для решения НСИУ).

Определив  по одной из формул 
(11), находим

Рассмотрим амплитудную проблему. Запишем формулу
 и преобразуем её с учётом 

(11) в следующий вид:

(16)

В уравнении (16) ω2 является параметром. Задав раз-
личные значения ω2, получим конечное множество син-
гулярных интегральных уравнений, зависящих от пара-
метра ω2.Определив функцию U(ω1, ω2) на сетке узлов 

 определим с использованием форму-
лы (11) функцию V(ω1, ω2) на той же сетке узлов. Запишем 
следующее выражение:

При численном решении амплитудной проблемы исполь-
зуем линейное сингулярное интегральное уравнение (16).

Рассмотрим метод решения амплитудно-фазовой проб-
лемы, основанный на аппарате бисингулярных интеграль-
ных уравнений. В этом случае можно ослабить требования, 
налагаемые на функцию f(ω1, ω2). Применим следующие 
формулы [18]:

Рассмотрим интеграл типа Коши

Функция Ф(z1, z2) является аналитической всюду на то-
пологическом произведении Z1×Z1 комплексных плоско-
стей, за исключением произведения вещественных прямых 

 Обозначим через  верхнюю 
(нижнюю) полуплоскость плоскости  Введём обо-
значение 

Функцию Ф(z1, z2) представим в виде

где Ф±±(z1, z2) – функции, аналитические в областях D±±.
Обозначим через Ф±±(t1, t2) предельные значения функ-

ций Ф±±(z1, z2) при (z1, z2)→(x1, x2) по путям, не пересекаю-
щим границы соответствующих октантов.
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Пусть F(ω1, ω2) – преобразование Фурье функции f(t1, t2). 
Запишем

где F±±(z1, z2) – преобразование Фурье функций f±±(t1, t2) 
(знак «\» показывает, что берём функцию в области за ис-
ключением интервала, находящегося справа от этого знака);

Предельные значения функции Ф(z1, z2) при (z1, z2)→
→ (x1, x2),  равны

После этих подготовительных выкладок вернемся к фа-
зовой проблеме.

Пусть известно, что исследуемый сигнал f(t1, t2) рас-
положен в первом и третьем (или во втором и четвёртом) 
октантах. Применив преобразование Фурье к тождеству 

 получим

Использовав равенство
 запишем

Так как  то

Получено бисингулярное интегральное уравне-
ние для определения функции U(ω1, ω2). Опреде-
лив функцию U(ω1, ω2) и вычислив V(ω1, ω2) из ра-
венства  найдём 

Отметим, что приближённые методы решения бисингу-
лярных интегральных уравнений исследованы в [19].

Приближённое решение амплитудно-фазовой проб-
лемы в одномерном случае. Во введении отмечено, что 
если в верхней полуплоскости плоскости комплексной пере-
менной нет корней функции F(z), являющейся расширением 
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функции F(x) на плоскость Z, то решение амплитудно-фазо-
вой проблемы сводится к приближённому вычислению син-

гулярного интеграла вида  Вопросам вычисления

сингулярных интегралов посвящена обширная литера-
тура. В монографии [17] представлены асимптотически 
оптимальные и оптимальные по порядку квадратурные 
формулы вычисления сингулярных интегралов на различ-
ных классах функций. Если неизвестно расположение ну-
лей функции F(z), то формулы (5) можно использовать как 
начальные значения для описываемых ниже итерацион-
ных методов.

Рассмотрим фазовую проблему в общем случае. Пусть 
известна амплитуда спектра A(ω). Обозначим через F(ω) 
спектр исходного сигнала f(x). Выделим действительную и 
мнимую части функции F(ω):  где U(ω) и 
V(ω) связаны формулами (4). Запишем

Выразив V(ω) через U(ω) и используя формулу (4), полу-
чим НСИУ

(17)

Уравнение (17) наряду с решением U(ω) имеет решение 
–U(ω). Поэтому с вычислительной точки зрения предпочти-
тельно уравнение

(18)

Приближённые методы решения НСИУ нормального 
типа представлены в [19]. Рассмотрим несколько вычисли-
тельных схем приближённого решения уравнения (18).

Первая вычислительная схема. В [20] предложена 
первая вычислительная схема. Приближённое решение 
уравнения (18) ищем в виде

где 

Коэффициенты {αk} определяем из системы уравнений

(19)

Системе (19), согласно непрерывному методу решения 
операторных уравнений [15], ставим в соответствие систе-
му дифференциальных уравнений

(20)

где коэффициенты  вы-
бираем таким образом, чтобы логарифмическая нор-
ма Λ[H(u)] матрицы  была отри цательной 
(  – якобиан правой части системы (20) на векто-
ре 

Запишем

где 
Заметим, что непосредственно реализовать выбор ко-

эффициентов  в режиме реально-
го времени затруднительно. Выбор коэффициентов реали-
зован ниже в итерационном методе Эйлера.

Для решения системы (20) можно использовать любой 
численный метод решения дифференциальных уравнений. 
Численные эксперименты показали, что при решении урав-
нения (20) можно ограничиться методом Эйлера. Опишем 
кратко этот метод. Пусть h>0 – шаг метода Эйлера. После-
довательные приближения определим по формуле

где  через 
 обозначены значения β j (u) при  т. е. на каж-

дом шаге итерационного процесса.
Для выхода из итерационного процесса можно исполь-

зовать различные критерии, в частности, выход по числу 
итераций или по невязке. При выходе из итерационного про-
цесса по числу итераций предварительно фиксируем число 
М, вычисления проводим до тех пор, пока 

При выходе из итерационного процесса по невязке вна-
чале фиксируем значение ε допустимой невязки и опреде-
ляем норму, в которой вычисляется невязка.
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Наиболее информативна метрика пространства R3 трёх-
мерных векторов  с вещественными координа-
тами, в которой невязка U(m) на m-шаге определяется как

Заметим, что обычно невязка определяется при реше-
нии линейных систем. Здесь определение невязки перено-
сится на нелинейные системы.

Если Λ(H) отрицательна, то при  решение системы 
(20) сходится к решению системы (19).

Вторая вычислительная схема. Обозначим через A 
достаточно большое положительное число и аппроксимиру-
ем уравнение (18) следующим уравнением

(21)

Введём узлы  Обозначим через 
Δk интервалы  

Приближённое решение уравнения (21) ищем в виде 
сплайна

где 

Коэффициенты  определяем из системы

(22)

где 
Вычисляя в системе (22) интегралы, получаем:

(23)

где 
Применение к системе (23) непрерывного операторного 

метода приводит к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

(24)

В системе (24) коэффициенты  
подбираем таким образом, чтобы логарифмическая норма яко-
биана левой части системы (23) была отрицательной. Для ре-
шения системы (24) можно применить любой численный метод.

Определяя U(tk), находим V(tk) и восстанавливаем фазу 
по формуле

Решим амплитудную проблему. При этом исходим из 
однородного линейного уравнения

(25)

Уравнение (25) является однородным линейным сингуляр-
ным интегральным уравнением, и его разрешимость зависит от 
индекса χ уравнения. Не имея возможности остановиться на те-
ории сингулярных интегральных уравнений (см. [21]), отметим, 
что уравнение (25) при неположительном индексе χ не имеет 
нетривиальных решений и имеет χ линейно-независимых ре-
шений при  Так как в общем случае уравнение (25) разре-
шимо неоднозначно, то для его решения можно использовать 
непрерывный метод решения операторных уравнений [15]. 
Определив U(x), V(x) находим по формуле  

В результате получаем 

Приближённое решение амплитудно-фазовой пробле-
мы в двумерном случае. Для приближённого решения ам-
плитудно-фазовой проблемы в двумерном случае исполь-
зуется несколько вычислительных схем.

Выше было показано, что фазовая проблема модели-
руется системой одномерных НСИУ (15), где каждое урав-
нение зависит от параметра  Каждое 
уравнение данной системы решается первой (или второй) 
вычислительной схемой, описанной для решения фазовой 
проблемы в одномерном случае.

Если фазовая проблема моделируется бисингулярными 
интегральными уравнениями, то для её решения привлека-
ются численные методы [19].

Модельный пример решения фазовой проблемы в 
двумерном случае. В качестве модельного примера рас-
смотрим двумерный сигнал вида

(26)

Разделив действительные и мнимые части спектра сиг-
нала (26), получим
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Фаза  и представле-
на на рис. 1, а.

Проведены численные эксперименты по восстановле-
нию фазы спектра функции f(x1, x2). Задачу моделировали 
системой НСИУ. Каждое уравнение системы аппроксими-
ровали системой нелинейных алгебраических уравнений, 
полученной методом сплайн-коллокации. Каждую систему 
нелинейных алгебраических уравнений решали непрерыв-
ным методом решения нелинейных операторных уравнений.

Для решения систем нелинейных дифференциальных 
уравнений, полученных непрерывным методом, реализо-
вали три вычислительные схемы: 1) метод Эйлера с учё-
том знака логарифмической нормы только на начальном 
приближении; 2) метод Эйлера с учётом знака логариф-
мической нормы на каждом шаге итерационного процес-
са; 3) метод Рунге-Кутты с учётом знака логарифмической 
нормы на каждом шаге итерационного процесса.

На рис. 1, б представлено решение задачи восстанов-
ления фазы спектра функции f(x1, x2), полученное методом 
Рунге-Кутты. Начальное приближение взято равным нулю 

 Вычисления проведены при числе узлов 
коллокации  шаге , числе итераций 

На рис. 2, а, б даны срезы решения, представленного на 
рис. 1, б при фиксированных значениях   соответственно.

Наиболее точное восстановление фазы получено при 
использовании метода Рунге-Кутты. Однако данный метод 
более трудоёмкий и требует больших временных затрат.

Объём статьи не позволяет привести результаты, полу-
ченные с применением метода Эйлера.

Из полученных результатов численных экспериментов 
можно сделать следующие выводы: 1) вычислительную схе-
му, использующую метод Эйлера с учётом логарифмиче-
ской нормы только на начальном значении, можно исполь-
зовать для нахождения начального приближения в задачах, 

Рис. 1. Точное (а) и восстановленное методом Рунге-Кутты (б) 
значение фазы спектра сигнала f(x1, x2)

Fig. 1. The value of the signal f(x1, x2) spectrum phase correct (а) and 
reconstructed by the Runge-Kutta method (b)

Рис. 2. Срез восстановленной фазы спектра сигнала f(x1, x2) 
при фиксированных значениях  (а),  (б): 1, 2 – точное и 

восстановленное решения соответственно

Fig. 2. Cross sections of reconstructed phase of the signal spectrum 
f(x1, x2) for fi xed values  (а),  (б): 1, 2 – exact and reconstructed 

solutions respectively
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в которых используется дополнительная информация, а 
также при решении задач, в которых уровень шума дости-
гает –5 дб; 2) вычислительную схему, использующую метод 
Эйлера с учётом логарифмической нормы на каждом шаге 
итерационного процесса, и вычислительную схему, исполь-
зующую метод Рунге-Кутты, можно использовать для вос-
становления фазы спектра двумерного сигнала.

Заключение. В ходе исследования построены математи-
ческие модели решения амплитудно-фазовой проблемы в од-
номерном и двумерном случаях. Математические модели ре-
шения фазовой проблемы в одномерном и двумерном случаях 
описаны нелинейными одномерными сингулярными и бисингу-
лярными интегральными уравнениями, что дало возможность 
построить алгоритмы решения фазовой проблемы без привле-
чения дополнительных условий. Так как нелинейные сингуляр-
ные и бисингулярные интегральные уравнения не разрешимы 
в замкнутом виде (в виде конечного числа алгебраических 
действий), то найдены приближённые методы их решения. 
Предложенные приближённые методы решения нелинейных 
одномерных сингулярных и бисингулярных интегральных урав-
нений позволили получить численное решение фазовой проб-
лемы без привлечения дополнительной информации.

Математические модели решения амплитудной пробле-
мы в одномерном и двумерном случаях описаны линейными 
одномерными сингулярными и бисингулярными интеграль-
ными уравнениями, что дало возможность исследовать воп-
росы однозначной разрешимости амплитудной проблемы. 
Показано, что амплитудная проблема не имеет решения дан-
ным методом при неположительном индексе и имеет число 
линейно-независимых решений, равное величине индекса. 
Так как линейные сингулярные и бисингулярные интеграль-
ные уравнения разрешимы в замкнутом виде в исключитель-
ных случаях, разработаны приближённые методы решения 
данных уравнений. Это позволило при индексе, равном еди-
нице, построить алгоритмы решения амплитудной проблемы 
без привлечения дополнительных условий.

Использование методов Рунге-Кутты и Эйлера при реали-
зации численных методов показало, что метод Рунге-Кутты 
следует использовать в случае, когда ищется окончательное 
решение амплитудно-фазовой проблемы с высокой точностью 
и без использования дополнительных условий, а метод Эйлера 
следует использовать для нахождения начальных данных при 
решении задач, использующих дополнительную информацию.

Финансирование. Работа выполнена при финансовой 
поддержке РФФИ (грант 16-01-00594).
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