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Описано применение методов фрактальной геометрии для характеризации свойств поверхностей 
материалов и изделий. Рассмотрена терминология стандарта ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014 
«Геометрические характеристики изделий (GPS). Структура поверхности. Ареал. Ч. 2. Термины, 
определения и параметры структуры поверхности». Представлены функции, предусмотренные 
стандартом для вычисления фрактальной размерности, описаны алгоритмы их вычисления в среде 
Mathcad. Приведён пример вычислений по результатам измерений высот неровностей поверхности 
концевой меры длины, полученным с помощью атомного силового микроскопа.
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ОБЩИЕ ВОПРОСЫ МЕТРОЛОГИИ И ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКИ

Введение. В последние годы уделяется большое вни-
мание методам фрактальной геометрии применительно к 
описанию свойств поверхностей материалов, механически 
обработанных [1–3] или полученных в результате облучения 
сильноточными электронными и ионными пучками [3, 4], по-
верхностей композиционных материалов (нанокомпозитов) 
[5], поверхностей разрушения изделий [6]. Также методы 
фрактальной геометрии востребованы при анализе особен-
ностей электромагнитных полей после их рассеивания фрак-
тальной шероховатой поверхностью [7], при решении трибо-
логических задач для определения параметров контактного 
взаимодействия поверхностей с учётом их шероховатости [8].

Задача диагностики режущего инструмента актуальна в на-
стоящее время [9–16]. В машиностроительном производстве 
для диагностики состояния, в частности степени изношенно-
сти, режущего инструмента можно использовать фракталь-
ные характеристики его поверхности. При изучении профилей 
режущих кромок по данным морфологической фильтрации и 
построении масштабно-зависимых закономерностей установ-
лено, что структура кромки фракталоподобная и по мере из-
носа изменяется фрактальная размерность кромки [17].

Широкое распространение фрактальных методов вызы-
вает необходимость унификации количественного описания 
поверхностей как фракталов. В международном стандарте 
ISO 25178-2:2012 “Geometrical product specifi cations (GPS) – 
Surface texture: Areal – Pt. 2: Terms, defi nitions and surface texture 
parameters” и его российской версии ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014
«Геометрические характеристики изделий (GPS). Структура по-
верхности. Ареал. Ч. 2. Термины, определения и параметры 
структуры поверхности» впервые введены в рассмотрение фрак-
тальные параметры шероховатой поверхности и установлены 
способы их вычисления по данным измерений. К сожалению, 

понимание российской версии ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014 
стандарта ISO 25178-2:2012 затрудняется тем, что перевод на 
русский язык выполнен с некоторыми недостатками, которые 
будут прокомментированы в настоящей статье.

Основной характеристикой фрактального объекта явля-
ется его размерность. Интуитивно эту характеристику можно 
представить при описании поверхности как «изрезанной», 
«смятой», «неровной», «нерегулярной». При этом важно, что 
увеличение масштаба рассмотрения поверхности не приво-
дит к её выравниванию, как это имеет место для обычных 
поверхностей. Достаточно малый участок обычных поверхно-
стей слабо отличается от плоскости, вследствие чего стано-
вится возможным ввести понятие площади. Вид фрактальной 
поверхности при увеличении масштаба всё равно остаётся 
примерно таким же «смятым» и «изрезанным», в чём прояв-
ляется важное свойство фракталов – самоподобие.

Следствием самоподобного характера фрактальной 
поверхности является невозможность приписать ей какую-
либо конечную площадь. Получается, что фрактальная по-
верхность заполняет пространство в большей степени, чем 
обычная двумерная поверхность, хотя и в меньшей, чем 
объёмное, трёхмерное множество. Конечная мера, которую 
можно сопоставить с размерностью фрактальной поверх-
ности, должна выражаться не квадратными или кубически-
ми единицами длины, а единицами длины в промежуточной 
степени. Эта степень представляет собой дробную фрак-
тальную размерность. В ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014 вводят-
ся структурные функции, позволяющие оценить размер-
ность фрактальной поверхности согласно определениям 
Хаусдорфа–Безиковича или Минковского–Булиганда.

Цель настоящей статьи – представить методику вычисле-
ния фрактальных параметров шероховатости поверхности 
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с использованием стандартного программного комплекса 
Mathcad, а также уточнить перевод некоторых терминов в 
ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014.

Вычисление фрактальной размерности с помощью 
функции масштаба-объёма. Анализ фрактальных харак-
теристик поверхности связан с её последовательным рас-
смотрением в различных размерных масштабах, харак-
теризуемых параметром «масштаб длины наблюдения» 
(ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014, п. 4.4.9.3). Из этого названия не 
следует, что наблюдение поверхности проводится на какой-
то определённой длине. Здесь речь идёт именно о размерах 
участков поверхности, на которых рассматриваются мет-
рические свойства поверхности, от относительно больших 
до наименьших, доступных для изучения. Масштаб c дли-
ны наблюдения является аргументом функций масштаба-
объёма и относительной площади.

Функция масштаба-объёма. Эта функция обозна-
чается  Svs(c) или Svs(c) (volume-scale function – объёмно-
масштабная функция, см. п. 4.4.9.1) и определяется с по-
мощью понятий морфологического открытия и закрытия 
рассматриваемой поверхности, полученных для структури-
рующего элемента – горизонтального квадратного участка 
плоскости. Длина стороны квадрата в данном случае будет 
масштабом c длины наблюдения.

Рассмотрим поверхность, представленную матрицей Z
дискретных отсчётов высот в узлах сетки с одинаковыми 
шагами Δx по обеим горизонтальным координатам. При 
анализе измерительной информации об этой поверхно-
сти, для построения морфологического открытия (нижней 
огибающей) и закрытия (верхней огибающей) анализируют 
всевозможные подматрицы размером k×k при нечётном k 
с центрами в каждом узле сетки. При этом масштаб длины 
наблюдения определяется как

Если узел ближе к краю сетки, чем на (k–1)/2 шагов, 
то матрица с соответствующей стороны урезается. Наи-
больший отсчёт высоты в пределах подматрицы даёт эле-
мент верхней огибающей, а наименьший – элемент ниж-
ней огибающей.

В среде Mathcad функция UpperEnvi(DD, k), по которой 
строится верхняя огибающая по описанной схеме, реали-
зуется в виде

Здесь DD – формальный параметр функции, на место ко-
торого при вызове подставляется фактический параметр – 
матрица высот.

Аналогично реализуется и функция построения нижней 
огибающей LowerEnvi(DD, k) с заменой в предпоследней 
строке функции max на min. После построения обеих оги-
бающих вычисляется EnviVol(DD, k) − объём пространства, 
заключённого между огибающими:

Затем задаётся функция масштаба-объёма:

(1)

В последней функции значение масштаба длины на-
блюдения округляется до целого числа шагов сетки, кото-
рое должно быть не менее трёх. Если данное условие не 
выполняется, то функция возвращает нуль, что приводит к 
ошибке при дальнейшем логарифмировании.

По графику функции Svs(c), построенному в двойном лога-
рифмическом масштабе, можно определить параметр Svfc(c), 
Svfc(c), названный в ГОС Т Р ИСО 25178-2-2014, п. 4.4.9.4 
«сложность фрактала объёма». Авторы настоящей статьи 
считают, что точнее смысл соответствующего англоязычно-
го термина передаётся выражением «объёмная сложность 
фрактала». Этот параметр определяется как увеличенный в 
1000 раз тангенс угла наклона (в Г ОСТ Р ИСО 25178-2-2014 
указан «угол наклона» – ещё один недостаток перевода) рас-
сматриваемого графика. По объёмной сложности уже непо-
средственно определяется фрактальная размерность Df или 
Df (см. ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014, Приложение В):

(2)

Формула (2) с практической точки зрения имеет ограни-
ченный смысл, поскольку масштаб длины наблюдения не 
может быть уменьшен до нуля. При этом логарифмическая 
производная в (2) – это и есть тангенс угла наклона графика 
в двойных логарифмических координатах. Таким образом, 
фрактальная размерность оценивается по формуле

(3)

где Svfc  – объёмная сложность фрактала на интересующем 
участке графика функции масштаба-объёма (т. е. в интере-
сующем диапазоне масштабов).
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График истинного фрактала становится прямой линией 
при неограниченном уменьшении масштаба наблюдения, в 
этом случае использование формулы (2) имеет смысл.

В ГОСТ  Р ИСО 25178-2-2014 не обоснован выбор объ-
ёма между верхними и нижними огибающими функции мас-
штаба-объёма. В списке литературы к стандарту имеется 
ссылка на книгу [18]. В [18], как и в множестве других источ-
ников по фракталам, дано определение размерности Мин-
ковского–Булиганда и отмечена её эквивалентность так на-
зываемой клеточной размерности, но ничего не сказано про 
объём между огибающими и морфологические операции.

Для определения клеточной размерности требуется при 
каждом масштабе наблюдения разбить матрицу высот на бло-
ки (подматрицы) одинакового размера и подсчитать количество 
необходимых для покрытия всех точек поверхности прямо-
угольных параллелепипедов, имеющих в основании прямо-
угольник, равный блоку, и одинаковую высоту. При переходе к 
меньшему масштабу наблюдения высота параллелепипедов 
уменьшается пропорционально изменениям горизонтальных 
размеров блока. При уменьшении масштаба наблюдения коли-
чество покрывающих параллелепипедов («клеток») возрастает 
пропорционально c–D,  где D – фрактальная размерность, а их 
общий объём – пропорционально c3–D.

Вместо подсчёта клеток, очевидно, можно подсчиты-
вать объём, заключённый в пределах каждого блока между 
плоскостями, проведёнными на наибольшей и наименьшей 
высотах, и суммировать все такие объёмы. Общий объём 
будет отличаться от результата функции (1), но характер 
изменения объёма при изменении масштаба наблюдения 
должен быть таким же.

В среде Mathcad для вычисления клеточной размер-
ности можно записать три функции: функц ию BlockVol(DD) 
для вычисления объёма в пределах одного блока; функцию 
CellVol(DD, k) для вычисления общего объёма «клеток» при 
разбиении на блоки размером k×k;  функцию Svs(c) масшта-
ба-объёма для клеточной размерности соответственно:

(4)

По наклону графика функции (4) в двойных логариф-
мических координатах определяются объёмная сложность 
фрактала и фрактальная размерность. Для истинных фрак-
талов оба способа определения объёмной сложности фрак-
тала и фрактальной размерности – по графику функции (1) 
и по графику функции (4) – теоретически должны приводить 
к одному и тому же результату. На практике же результа-
ты зависят от доступного диапазона масштабов, то есть от 
размера и разрешения картины высот. При этом необходи-
мо учитывать следующие замечания:

вычисление функции (4) происходит значительно быстрее, 
чем построение огибающих, и разница тем заметнее, чем 
больше размер матрицы высот;

для построения зависимости масштаб-объём по форму-
ле (1) можно использовать любые масштабы наблюдения, 
соответствующие нечётным размерам блоков, тогда как ис-
пользование функции (4) возможно лишь для блоков, разме-
ры которых являются делителями размера матрицы высот;

на графике функции масштаба-объёма, построенном в со-
ответствии с рекомендациями из ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014, 
можно получить больше точек, что, в свою очередь, позволяет 
определить объёмную сложность фрактала с меньшей не-
определённостью (это вытекает из предыдущего замечания).

Таким образом, можно рекомендовать использовать функ-
цию (4) для экспресс-анализа данных относительно большого 
разрешения и объёма. Полученные выводы или закономернос-
ти должны быть верифицированы при помощи функции (1), 
полностью соответствующей ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014.

Следующее замечание касается горизонтальных и верти-
кальных масштабов измеренных координат точек поверхно-
сти. При работе с функциями масштаба-объёма абсолютные 
масштабы совершенно не важны, а масштабы и разрешения 
данных по горизонтальным и вертикальным координатам 
могут быть выбраны независимо. Если все значения высот 

Рис. 1. Фрагмент исследуемой поверхности и её верхней и нижней 
огибающих

Fig. 1. A fragment of the studied surface with its upper and lower 
envelopes
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умножить на одно и то же число, то и все объёмы умножат-
ся на то же самое число, однако наклон графика в двойных 
логарифмических координатах от этого совершенно не из-
менится. То же самое верно и в отношении горизонталь-
ного масштаба. Здесь важно лишь, чтобы шаги сетки по 
обеим горизонтальным координатам были одинаковыми, 
но абсолютное значение этого шага не оказывает влияния 
на оценку объёмной сложности фрактала. В частности, 
можно убрать в соответствующих местах из приведённых 
выше функций умножение на (Δx)2 при вычислении объ-
ёмов и анализировать зависимость непосредственно от 
размера k блока.

Функции масштаба-объёма в силу допустимой незави-
симости масштабов горизонтальных и вертикальных коор-
динат можно также применять при фрактальном анализе 
сигналов и полей различной природы, в том числе случай-
ных, у которых третья координата представляет собой иную 
физическую величину.

Пример вычислений фрактальной размерности на 
основе функции масштаба-объёма. Исследуем участок 
поверхности концевой меры длины размером 100×100 мкм 
с дискретностью отсчёта по обеим горизонтальным коорди-
натам  и высотами в единицы–десятки наномет-
ров, изображение которого получено с помощью атомного 
силового микроскопа [19]. Заметим, что массив размером 
101×101 точек является довольно малым для фрактального 
анализа, поэтому приведённые далее конкретные значения 
параметров носят скорее иллюстративный характер.

На рис. 1 показаны часть исследуемого участка поверх-
ности концевой меры размером 10×10 мкм, её верхняя и 
нижняя огибающие, рассчитанные при ширине окна 

Для построения графика функции масштаба-объёма за-
дадим массив значений размеров блоков, при которых вы-
полняются вычисления, например:

Затем найдём диапазон индекса и вычислим вектор зна-
чений функции:

В данном случае анализируется зависимость функции 
масштаба-объёма непосредственно от размера блока в точ-
ках, а не в единицах длины, а соответствующий линейный раз-
мер составит k–1 дискрет. График функции масштаба-объема 
в двойных логарифмических координатах приведён на рис. 2.

В области малых размеров блоков график близок к пря-
мой линии, поэтому можно говорить о фракталоподобности 
поверхности в соответствующем диапазоне масштабов. 
Найдём объёмную сложность фрактала через угловой ко-
эффициент наклона графика на этом участке:

Чтобы применить функцию масштаба-объёма в виде (4),
необходимо задать размеры блоков, служащие делителя-
ми размера всей матрицы высот. Число 100 имеет всего 
четыре делителя. Однако небольшое уменьшение разме-
ров до 96 дискрет даёт возможность использовать следу-
ющие размеры блоков:

Этот же приём следует использовать далее при анализе 
относительной площади.

Вычисления функции (4) в диапазоне масштабов, ана-
логичном использованному выше, то есть (4, 6, 8, 16), дают 
значения  и  что близко к предыдущей 
оценке 

Вычисление фрактальной размерности с помощью 
функции относительной площади. Функция относитель-
ной площади Srel(c) или Srel(c) (ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014, 
п. 4.4.9.2) определяется как отношение действительной 
площади поверхности исследуемого участка поверхности 
изделия в рассматриваемом масштабе к номинальной пло-
щади этого участка как двухмерного объекта в зависимости 
от масштаба длины наблюдения. Действительной считает-
ся площадь покрытия поверхности треугольными плитка-
ми, размер которых соответствует выбранному масштабу. 

Рис. 2. График функции масштаба-объёма в двойных логариф-
мических координатах; Svs(k) – функция масштаба-объёма, k – 
делитель размера матрицы высот точек рельефа шероховатой 

поверхности

Fig. 2. Graph of the volume-scale function in double logarithmic 
coordinates; Svs(k) – volume-scale function; k – divisor of the size of the 

matrix of heights of rough surface points
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Для вычисления действительной площади требуется снова 
разбить матрицу высот на квадратные блоки размером k×k, 
где k – делитель  размера матрицы.

Рассмотрим квадрат со стороной k дискрет и коорди-
натами левого нижнего угла (xn(k–1), ym(k–1)). Из углов это-
го квадрата проведём прямые линии вдоль оси высот до 
пересечения с исследуемой шероховатой поверхностью. 
В результате получим точки A, B, C, D (против часовой стрел-
ки, если смотреть сверху), не лежащие в одной плоскости. 
Для вычисления площади покрытия шероховатой поверх-
ности в пределах данного блока следует вычислить и сло-
жить площади треугольников ABC и ADC, а суммирование по 
всем таким блокам даст общую площадь покрытия.

Приведём функции Mathcad, позволяющие выполнить 
описанные операции. Площадь треугольника будет вычис-
ляться по формуле Герона:

Для подстановки в функцию Герона аргументов – длин 
сторон треугольника – потребуется функция их вычисления:

(5)

Две предыдущие функции подставляют в функцию для 
расчёта площади треугольника по координатам его вершин:

Функция для вычисления суммарной площади двух тре-
угольников в пределах блока имеет вид

Итоговая функция для расчёта относительной площади 
для массива высот при разбиении на блоки размером k×k:

График функции о тносительной площади также строит-
ся в двойных логарифмических координатах. Его наклон в 
некотором диапазоне масштабов отрицателен. Тангенс угла 
наклона, умноженный на –1000, называется «сложность 
фрактала ареала» Safc, Safc (ГОСТ Р ИСО  25178-2-2014, 
п. 4.4.9.5). С точки зрения авторов настоящей статьи, бо-
лее верный перевод термина “areal fractal complexity” 
из ISO 25178-2:2012 – «ареальная, или площадна́я, слож-
ность фрактала».

Ареальная сложность тоже связана с фрактальной раз-
мерностью, однако здесь надо проявить осторожность. Со-
ответствующая формула указана только в Приложении В 
к ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014, причём без достаточно под-
робных пояснений, хотя из приведённого там примера гра-
фика видно, что по горизонтальной оси отложен логарифм 
квадрата длины наблюдения. При этом фрактальная раз-
мерность определяется как

(6)

где Safc вычислена именно по графику относительной 
площади в зависимости от квадрата длины наблюдения.

Для функции относительной площади большое значе-
ние имеет соотношение разрешений и характерных изме-
нений по горизонтальным и вертикальной координатам: эти 
параметры должны быть близкими, в противном случае фрак-
тальные свойства поверхности с помощью данной функции 
выявить не удастся. Отметим, что для истинных фракталов 
при доступности сколь угодно малых масштабов наблюдения 

Рис. 3. Смоделированная фракталоподобная поверхность

Fig. 3. Simulated fractal-like surface
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формулы (3) и (6) должны давать один и тот же результат. Так, 
в рассмотренном выше примере измерений концевой меры 
длины дискретность отчёта по обеим горизонтальным коор-
динатам составляет 1 мкм, а высота измеряется в долях на-
нометра, поэтому длины отрезков, вычисляемые функцией 
(5), очень слабо зависят от вертикальных координат точек, 
и функция относительной площади мало отличается от еди-
ницы во всём доступном диапазоне масштабов.

Пример применения функции относительной пло-
щади для смоделированного массива измерений. Мас-
сив измерений состоит из 2048×2048 дискрет по горизон-
тальным координатам (рис. 3). Делителями числа  
являются все меньшие степени двух, и только они. Значе-
ния относительной площади для всех размеров блока  

 графически изображены в двойных логарифми-
ческих координатах на рис. 4. На рис. 4 есть три существен-
но различных участка. Участок I аналогичен графику , по-
лучаемому по результатам измерения высот неровностей 
поверхности концевой меры длины: функция изменяется 
очень мало, и в соответствующем диапазоне масштабов 
поверхность можно рассматривать как обычную двумерную. 
На участке II зависимость близка к линейной – имеет место 
фракталоподобное поведение. Участок III – переходный 
между первыми двумя. Отсюда становится понятен смысл 
ещё одного параметра – «масштаб перехода от гладкой к 
шероховатой поверхности» fSRC (ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014, 
п. 4.4.9.7). В качестве этого параметра можно принять се-
редину диапазона масштабов участка III графика на рис. 4. 
Значен ие функции относительной площади при соответ-
ствующей длине наблюдения в стандарте называется «по-
рог» Th, Th (ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014, п. 4.4.9.8). Поня-
тия масштаба перехода и порога используются также и для 
функции масштаба-объёма.

Угловой коэффициент графика на участке II (см. рис. 4) для 
значений  равен –0,189, откуда оценка фрак-
тальной размерности составляет  Приме-
нение в данном примере функции масштаба-объёма в виде 
(4) по тем же значениям k даёт оценку размерности 2,406.
Обе оценки вычисляются в течение нескольких секунд даже 
для массива таких размеров.

Анализ на основе функции масштаба-объёма в пол-
ном соответствии со стандартом по размерам блоков 
(5, 15, 33, 65) занимает около 15 мин. По-видимому, это объ-
ясняется не только объёмом вычислительных операций, но 
и особенностями работы в среде Mathcad с памятью (ин-
дексация элементов массивов, а также реальное копиро-
вание данных с места на место при выполнении функции 
submatrix). Оценка размерности в этом случае равна 2,428. 
Все три значения довольно близки между собой.

Заключение. Приведенные в настоящей статье функ-
ции можно непосредственно использовать при вычислении 
фрактальных параметров согласно ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014
в сред е Mathcad. Функция относительной площади вычис-
ляется быстрее, чем функция масштаба-объёма, но тре-
бует одинакового разрешения по горизонтальным и верти-
кальной координатам. Масштабно-объёмный анализ может 

также выполняться при помощи версии функции, исполь-
зующей определение «клеточной размерности», произво-
дящей вычисления гораздо быстрее, чем по определению 
из ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014 и, как правило, дающей близ-
кие результаты.

Лучшему пониманию терминологии, применяемой в 
ГОСТ Р ИСО 25178-2-2014, способствуют переводы терми-
нов “volume fractal complexity” – «объёмная сложность фрак-
тала», “areal fractal complexity” – «ареальная, т. е. площадна́я, 
сложность фрактала».
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Algorithmization of calculation of fractal parameters of rough surface relief 
according to GOST R ISO 25178-2-2014
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Russian version of the ISO 25178-2:2012 standard is commented. The functions provided by the standard for calculating fractal 
dimension are considered, and the algorithms for calculating them in the Mathcad environment are described. An example of calculations 
based on the results of measurements of the height of the surface irregularities of the gauge block obtained using an atomic force 
microscope is given.
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