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Проанализированы факторы, влияющие на погрешности оценок корреляционных функций 
зашумлённых сигналов при применении традиционных алгоритмов их вычисления. Показано, что 
суммарная помеха зашумлённого сигнала обусловлена влиянием внешних факторов и шумом, который 
возникает из-за различных дефектов в процессе эксплуатации объектов контроля. Для исключения 
погрешности результатов корреляционного анализа зашумлённых сигналов созданы алгоритмы и 
технологии определения оценок дисперсии помехи и взаимно корреляционных функций между полезным 
сигналом и помехой. Предложены технологии определения приближённых эквивалентных отсчётов 
помехи зашумлённых сигналов. Показано, что при использовании эквивалентных отсчётов помех можно 
получить результаты, идентичные результатам реальных отсчётов помех при корреляционном 
анализе зашумлённых сигналов. При выделении из зашумлённого сигнала эквивалентных отсчётов 
помехи определены эквивалентные отсчёты полезного сигнала. Эти отсчёты позволяют определить 
оценки, эквивалентные оценкам корреляционных функций полезного сигнала. Найдены оценки взаимно 
корреляционных функций между полезным сигналом и помехой. Исследования показали, что несмотря 
на существующие погрешности эквивалентных отсчётов, при достаточно длительном времени 
наблюдения можно значительно уменьшить погрешности традиционных технологий корреляционного 
анализа зашумлённых сигналов при эквивалентных отсчётах. Применение этих технологий можно 
использовать для коррекции погрешностей результатов анализа экспериментальных данных в 
информационно-измерительных комплексах и системах, что значительно улучшит их метрологические 
характеристики.
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ИЗМЕРЕНИЯ В ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЯХ

Введение. Большинство современных средств измере-
ний используют аналого-цифровые преобразователи. Из-
меряемые величины в этом случае представлены в виде 
цифровых сигналов. Решение задачи уменьшения погреш-
ности измерений, а также реализация косвенных измере-
ний заставляют обращаться к области знаний, называемой 
цифровой обработкой сигналов. Таким образом, тема ста-
тьи является весьма актуальной.

При корреляционном анализе случайных сигналов
X(iΔt), где i – номер отсчёта, ∆t – шаг дискретизации, опре-
деление оценок корреляционных функций RXX(μ) вызывает 
на практике серьёзные трудности из-за зашумлённости по-
мехами ε(i∆t) [1–8]. Трудности возникают, так как реальные 
зашумлённые сигналы g(i∆t), которые получают от датчи-
ков, установленных на различных объектах, являются сум-
мой полезных сигналов X(i∆t) и помех ε(i∆t):

где  − отсчёты центрированных дискре-
тизированных сигналов g(t) и X(t) – зашумлённого и полез-
ного соответственно, а также помехи ε(t).

Поэтому при использовании традиционных алгоритмов 
определения оценок корреляционных функций Rgg(μ) за-
шумлённых сигналов

возникают погрешности, которые можно определить следую-
щим образом:



Измерения в информационных технологиях

Измерительная техника № 6, 202010

В результате между оценками корреляционных функций 
Rgg(μ), RXX(μ) зашумлённого g(iΔt) и полезного X(iΔt) сигна-
лов соответственно, имеет место неравенство [1–6]:

На практике часто не удаётся обеспечить адекватность 
результатов решения задач корреляционного анализа за-
шумлённых сигналов с применением традиционных тех-
нологий. В связи с этим необходимо создать алгоритмы и 
технологии устранения влияния указанных погрешностей 
на результат определения оценки Rgg(μ) корреляционных 
функций зашумлённых сигналов g(iΔt).

Постановка задачи. В работах [1, 2] показано, что сум-
марная помеха ε(iΔt) зашумлённого сигнала g(iΔt) во мно-
гих случаях складывается из помехи ε1(iΔt), обусловленной 
влиянием внешних факторов, и шума ε2(iΔt), который воз-
никает вследствие зарождения различных дефектов в про-
цессе эксплуатации объектов контроля:

Предположим, что  – дискретизи-
рованный стационарный случайный сигнал с нормальным 
законом распределения. Он состоит из полезного сигнала 
X(iΔt) и помехи ε(iΔt) с математическим ожиданием, рав-
ным нулю [7–10]. При этом формула вычисления оценки 

, т. е. дисперсии зашумлённого сигнала, имеет вид

(1)

где  – взаимная корреляционная 

функция между полезным сигналом и помехой при μ=0.
Следовательно, погрешность полученного результата составит

(2)

где  – автокорреляционная функция по-
мехи.

Формулу для вычисления оценки корреляционной функ-
ции Rgg(μ) при μ≠0 можно представить в виде

(3)

где

 – автокорреляционная функ-

ция полезного сигнала;

 – взаимная корреляционная 

функция между помехой и полезным сигналом;

 – взаимная корреляционная 

функция между полезным сигналом и помехой;

 – автокорреляционная функция 

помехи.
Если принять во внимание равенства

то погрешность  полученного результата составит

(4)

Из выражений (1), (3), (4) следует, что погрешность оце-
нок традиционных технологий корреляционного анализа за-
шумлённых сигналов будет

(5)

Следовательно, для исключения погрешности λgg(μ) из 
оценок Rgg(μ) результатов корреляционного анализа зашум-
лённых сигналов, полученных по традиционным технологи-
ям, требуется создание алгоритмов и технологий определе-
ния оценки как дисперсии помехи Dε, так и оценок взаимных 
корреляционных функций между полезным сигналом X(iΔt) и 
помехой ε(iΔt), т. е. RXε(Δt), RXε(2Δt), RXε(3Δt) [1, 2].

Алгоритмы определения погрешностей результатов 
корреляционного анализа зашумлённых сигналов. Из 
равенств (2)–(5) следует, что для определения оценок кор-
реляционной функции RXX(μ) полезного сигнала X(iΔt) тре-
буется устранить погрешности традиционных алгоритмов 
корреляционного анализа зашумлённых сигналов.

В работах [1, 2] показано, что дисперсию помехи можно 
определить из выражения

(6)

Справедливость выражения (6) можно проверить 
путём разложения правой части на соответствующие 
слагаемые:

(7)

Если выполняются условия стационарности и нормаль-
ности закона распределения зашумлённых сигналов, то 
можно считать справедливым следующие условия [11–18]:
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(8)

Если принять во внимание условия (8), то в правой ча-
сти равенства (7) получим выражение

Таким образом, оценка дисперсии помехи Dε, которая 
определяется по формуле (6), представляет собой погреш-
ность оценки корреляционной функции Rgg(μ) при  Сле-
довательно, оценку  корреляционной функции по-
лезного сигнала X(iΔt), зашумлённого помехой ε(iΔt), можно 
определить по формуле

Из выражения (5) следует, что погрешность оценки 
Rgg(μ) при  представляет собой оценку взаимно-корре-
ляционной функции RXε(μ) между полезным сигналом X(iΔt) 
и помехой ε(iΔt). Таким образом, для рассмотренного слу-
чая оценку корреляционной функции RXX(μ) полезного сиг-
нала X(iΔt) при  можно представить в виде

Следовательно, для уменьшения погрешности корреля-
ционного анализа зашумлённых сигналов при  необхо-
димо определить оценку RXε(μ∆t).

В работе [1] показано, что формулу определения взаимно 
корреляционной функции между X(iΔt) и ε(iΔt) при  можно 
представить как

При разложении правой части этого равенства получим

При выполнении условий стационарности и нормально-
сти закона распределения зашумлённых сигналов, корре-
ляции между X(iΔt) и  а также допустив справед-
ливость отношений

получим равенство

Следовательно, оценку взаимно-корреляционной функ-
ции RXε(∆t) между полезным сигналом X(iΔt) и помехой 
ε(iΔt) при  можно вычислить из выражения

(9)

Оценки RXε(2Δt), RXε(3Δt) при существовании корреляции меж-
ду X(iΔt), ε(iΔt) при   можно рассчитать аналогич-
ным образом. Следовательно, при различных временны́х сдвигах 

  оценки RXε(μ) можно найти из выражения

(10)

Таким образом, существование алгоритмов и технологий 
определения оценок дисперсии Dε помехи и взаимно-корре-
ляционной функции между полезным сигналом и помехой 
RXε(μ) позволяет уменьшить погрешности традиционных 
алгоритмов вычисления оценок корреляционных функций. 
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Поэтому оценку корреляционной функции полезного сиг-
нала X(iΔt), зашумлённого помехой ε(iΔt), можно опреде-
лить следующим образом:

где оценки Rεε(0), RXε(μ) вычисляются из выражений (6), 
(9), (10).

Алгоритмы уменьшения погрешностей результатов 
корреляционного анализа зашумлённых сигналов с 
помощью эквивалентных отсчётов помех этих сигна-
лов. Проведённые авторами исследования показали, что 
уменьшить погрешности традиционных методов корре-
ляционного анализа зашумлённых сигналов можно с по-
мощью технологии определения эквивалентных отсчётов 
помехи εe(iΔt) [1–6].

Рассмотрим возможность вычисления приближённых 
значений, неподдающихся непосредственному измере-
нию, – отсчётов помехи ε(iΔt) зашумлённых сигналов 
g(iΔt). Анализ возможных вариантов решения этой зада-
чи, проведённый в работах [1–6, 16–20], показал, что с по-
мощью технологии вычисления оценки дисперсии Dε по-
мехи по выражению (6) вместо неподдающихся измере-
нию отсчётов помехи ε(iΔt) можно определить приближён-
ные эквивалентные отсчёты εe(iΔt). Для этого формулу (6) 
представим в виде

Введём обозначения:

Формулу вычисления эквивалентных отсчётов помехи 
εe(iΔt) представим в виде

(11)

Допустим справедливость выражения [1–3]:

(12)

Тогда формулу вычисления среднего значения отсчётов 
помехи ε(iΔt) можно свести к вычислению среднего значе-
ния эквивалентных отсчётов помехи εe(iΔt):

Многочисленные эксперименты показали, что несмотря 
на возможные отклонения

эквивалентных отсчётов εe(iΔt) от истинных отсчётов ε(iΔt), 
между оценками имеют место равенства

(13)

Равенства (11)–(13) и проведённые экспериментальные 
исследования показали, что с помощью эквивалентных от-
счётов помехи εe(iΔt) можно получить результаты, идентич-
ные результатам корреляционного анализа тех же сигналов 
с известными реальными отсчётами помехи ε(iΔt). Для это-
го по формуле

определим эквивалентные отсчёты Xe(iΔt) полезного сиг-
нала. При этом появляется возможность получить оценки 

 которые равны оценкам корреляционных функ-
ций полезного сигнала RXX(μ):

(14)

где  – автокорреляцион-

ная функция эквивалентных отсчётов полезного сигнала.
Выделив эквивалентные отсчёты помехи εe(iΔt) из за-

шумлённого сигнала g(iΔt), можно рассчитать по получен-
ным эквивалентным значениям отсчётов полезного сигнала
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оценки   эквивалентные оценкам корреля-
ционных функций полезного сигнала RXX(μ):

(15)

Определив эквивалентные отсчёты помехи εe(iΔt) и по-
лезного сигнала Xe(iΔt), вычислим оценки взаимно-корре-
ляционной функцию между X(iΔt), ε(iΔt):

(16)

Следовательно, формулу нахождения оценки корреля-
ционной функции полезного сигнала представим в виде

(17)

Исследования также показали, что несмотря на опреде-
лённые погрешности отсчётов Xe(iΔt) по сравнению с отсчёта-
ми полезных сигналов X(iΔt), при достаточной длительности 
времени T наблюдения выполняется равенство (13). Поэтому 

 т. е. по выражениям (14)–(17), использовав 
эквивалентные отсчёты помехи εe(iΔt) и полезного сигнала Xe(iΔt), 
можно значительно уменьшить погрешность традиционных тех-
нологий корреляционного анализа зашумлённых сигналов.

Результаты вычислительного эксперимента и срав-
нительного анализа. Приведём результаты вычислитель-
ных экспериментов уменьшения погрешностей результатов 

указанного вектора являются случайные значения, распре-
делённые по равномерному закону в интервале (0, 1). Допу-
скается, что полезный сигнал – стационарный эргодический 
процесс и X(t) − истинный полезный сигнал.

С помощью генератора случайных чисел сформируем 
нормально распределённую помеху ε(t) с заданным значе-
нием среднего квадратического отклонения (СКО)  и 
нулевым математическим ожиданием  Предполагает-
ся, что это и есть истинная помеха. Далее сформируем за-
шумлённый сигнал 

После этого по выражению (11) вычислим эквивалент-
ные отсчёты помех εe(iΔt) и следующие характеристики:

среднее значение 

СКО 

cумму квадратов отсчётов эквивалентной помехи

автокорреляционнyю функцию

Результаты вычисления автокорреляционной функции 
 приведены в таблице, график функции представлен 

на рис. 1 (кривая 1).
Затем из выражения

определим эквивалентные отсчёты Xe(iΔt) полезного 
сигнала X(t) и вычислим следующие параметры:

среднее значение 

СКО корреляционного анализа зашумлённых сигналов с помощью 
эквивалентных отсчётов их помех. Вычислительные экспери-
менты проведены с использованием MATLAB.

Сначала сформируем полезный сигнал X(t). Из работы [3] 
известно, что любой стационарный случайный процесс X(t) на 
бесконечном интервале T можно сколь угодно точно аппрок-
симировать линейной комбинацией гармонических колебаний 
со случайной амплитудой и фазой. Поэтому при проведении 
вычислительных экспериментов смоделируем полезный слу-
чайный сигнал в виде возмущённой гармонической дискрет-
ной функции с начальной фазой φ: 

где  – показатель степени; 
 – период сигнала.

Начальная фаза φ имеет равн омерное распределение ве-
роятностей и задана в виде функции  фор-
мирующей вектор, соразмерный с вектором k. Элементами

Рис. 1. Автокорреляционная функция эквивалентной (1) и сгенерированной 
(2) помех

Fig. 1. Autocorrelation function of equivalent (1) and the generated (2) 
noises
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автокорреляционную функцию эквивалентного полезно-
го сигнала

Результаты вычисления автокорреляционной функции 
 приведены в таблице, график функции представ-

лен на рис. 2 (кривая 1).
На следующем шаге из выражения (16) вычислим оцен-

ки взаимно-корреляционной функции между эквивалент-
ным полезным сигналом Xe(iΔt) и эквивалентной поме-
хой εe(iΔt).

Рассчитаем аналогичные характеристики для сгенерирован-
ных дискретных значений помехи ε(t) и полезного сигнала X(t):

средние значения 

СКО 

сумму квадратов отсчётов сгенерированной помехи

автокорреляционные функции

Результаты вычисления автокорреляционной функции 
Rεε(μ) приведены в таблице, график функции представлен на 
рис. 1 (кривая 2). Результаты вычисления автокорреляцион-
ной функции RXX(μ) представлены в таблице, график функции 
показан на рис. 2 (кривая 2).

Рис. 2. Автокорреляционная функция эквивалентного (1) и сгенерированного 
(2) полезных сигналов

Fig. 2. Autocorrelation function of the equivalent (1) and the generated (2) 
useful signals

Проведём сравнительный анализ. Для этого определим 
относительные погрешности:

оценок СКО помехи ε(t) и эквивалентной помехи εe(t), а также 
полезного сигнала X(t) и эквивалентного полезного сигнала Xe(t):

оценок автокорреляционных функций полезного сигнала 
и помехи соответственно

оценок взаимно корреляционных функций между полез-
ным сигналом и помехой

Результаты вычислений ∆RXX(μ) приведены в таблице.
После анализа результатов можно сделать следующие выводы.

1. Значения оценок средней помехи ε(t) и эквивалентной поме-
хи εe(t), а также полезного сигнала X(t) и эквивалентного полезного 
сигнала Xe(t) составляют    

 при этом относительная погрешность составила

2. Значения оценок СКО сгенерированной помехи ε(t) и эк-
вивалентной помехи εe(t) составляют   
относительная погрешность составила  для 
полезного сигнала X(t) и эквивалентного полезного сигнала Xe(t) 
их значения соответствуют   относи-
тельная погрешность составила 

Автокорреляционные функции помех и полезных сигналов

i

1 849,920 892,270 1817,1 1855,10 2,0896

2 –11,011 10,272 1526,6 1579,70 3,4765

3 34,070 53,603 1368,6 1518 10,916

4 –8,9155 –20,327 1152 1144,80 0,63049

5 –30,541 –46,619 899,82 832,85 7,4433

6 34,019 31,662 620,29 590,87 4,7429

7 12,781 5,4964 332,25 412,43 24,134

8 –2,9757 –7,4765 47,246 30,745 34,925

9 36,687 34,601 –227,41 –208,54 8,2982

10 31,310 –10,233 –479,69 –463,49 3,3775
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3. Значения сумм квадратов отсчётов сгенерированной 
помехи и эквивалентной помехи составляют  

 а относительная погрешность

4. Значения оценок автокорреляционных функций 
сгенерированного полезного сигнала X(t) и эквивалент-
ного полезного сигнала Xe(t) практически совпадают, т. е. 

 (см. таблицу и рис. 2), а относительные 
погрешности колеблются в пределах  
исключение составляют лишь точки вблизи нуля.

5. Значения оценок автокорреляционных функций сгенери-
рованной помехи ε(t) и эквивалентной помехи εe(t) практически со-
впадают, т. е.  (см. таблицу и рис. 1); относитель-
ная погрешность  при  В остальных точках 
(см. рис. 1) несмотря на фактическое совпадение  
Rεε(μ) относительная погрешность может варьироваться в широ-
ких пределах из-за малости абсолютного значения.

6. Оценки взаимно-корреляционных функций между 
сгенерированными полезным сигналом и помехой, а также 
эквивалентными полезным сигналом и помехой практичес-
ки совпадают:

Из приведённых выводов следует, что оценки для сге-
нерированных и эквивалентных сигналов практически 
совпадают.

Аналогичные результаты авторы получили и при прове-
дении других вычислительных экспериментов. Таким обра-
зом, результаты множества вычислительных экспериментов 
подтвердили достоверность и эффективность алгоритмов 
уменьшения погрешностей результатов корреляционного 
анализа зашумлённых сигналов с помощью эквивалентных 
отсчётов их помех.

Заключение. Предложенные новые технологии позво-
ляют устранить основные недостатки технологии корре-
ляционного анализа зашумлённых сигналов и дают воз-
можность широко и успешно применять новые технологии 
в областях, в которых требуется статистический анализ 
измерительной информации. Разработанные технологии 
можно использовать в системах контроля, диагностики и 
управления, где применение традиционных алгоритмов и 
методов корреляционного анализа зашумлённых сигналов 
из-за больших погрешностей затруднительно. Кроме того, 
новейшие технологии более широко используются в нави-
гационных системах, радиолокационных системах, в сейс-
моакустических системах разведки полезных ископаемых, 
медицине и т. д. Их применение также возможно при коррек-
ции погрешностей результатов анализа эксперименталь-
ных данных в информационно-измерительных комплексах 
и системах, что значительно улучшит их метрологические 
характеристики. Статья будет полезна исследователям, 

инженерам и метрологам, работающим с зашумлёнными 
цифровыми сигналами.
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Development of technologies for reducing the error of traditional algorithms of correlation 
analysis of noisy signals
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The authors analyze the factors aff ecting the errors in the estimates of the correlation functions of the noisy signals when using traditional 
calculation algorithms. It is shown that the sum noise of the noisy signal in many cases consists of the noise caused by external factors and 
the noise caused by the initiation of various defects during the operation of control objects. For this reason, in order to eliminate the error 
in the results of the correlation analysis of noisy signals, it is necessary to create algorithms and technologies for determining the estimate 
of the noise variance and the cross-correlation functions between the useful signal and the noise. For this purpose, appropriate algorithms 
and technologies are proposed that open up the possibility of reducing the error of traditional technologies for determining the estimates of 
correlation functions. With the purpose of reducing the error of the results of correlation analysis, a technology is proposed for determining 
the approximate equivalent samples of the noise of the noisy signals. It is shown that using the equivalent noise samples, it is possible to 
obtain results that are identical to the results of using real samples of the noise in the correlation analysis of the same signals. Moreover, by 
extracting the equivalent noise samples from the noisy signal, the equivalent samples of the useful signal are also determined, which allow 
determining the estimates equivalent to the estimates of the correlation functions of the useful signal. At the same time, having equivalent 
noise samples and useful signal samples, the estimates of the cross-correlation function between the useful signal and the noise are 
determined. The study have shown that despite certain errors in the equivalent samples compared to the true samples, with a suffi  cient 
observation time using equivalent samples, the error of traditional technologies for the correlation analysis of noisy signals can be signifi cantly 
reduced. These technologies can also be used to correct errors in the results of the analysis of experimental data in information-measuring 
and other measuring complexes and systems, which will signifi cantly improve their metrological characteristics.

Key words: signal, noise, noisy signal, correlation function, object, diagnostics, identifi cation, estimate, error, noise samples, 
equivalent samples, useful signal.


