
Общие вопросы метрологии и измерительной техники

Измерительная техника № 2, 202116

Аннотация. Рассмотрены методы вейвлет-фильтрации шумов в сигналах измерительных преобразователей с 
использованием порогового метода дискретного вейвлет-преобразования. Для изучения методов вейвлет-фильтрации 
шумов использованы специальные модельные сигналы, что позволило оценить ошибки фильтрации. Разработан метод 
определения параметров вейвлет-фильтрации шумов с порогом для всех уровней декомпозиции, позволяющий определить 
вейвлет-функцию, пороговую функцию и порог фильтрации детализирующих коэффициентов дискретного вейвлет-
разложения. Методом вычислительного эксперимента исследованы влияния параметров распределения шума, уровня шума, 
числа исчезающих моментов вейвлет-функции Добеши, характера пороговой функции и значения порога на погрешность 
фильтрации, обусловленную шумами нестационарных измерительных сигналов. Приведены результаты анализа шести 
пороговых функций при аддитивном добавлении шума к измерительному сигналу с нестационарной амплитудой, частотой 
и скважностью прямоугольных импульсов. Исследован сигнал доплеровских датчиков, вычислены параметры вейвлет-
фильтрации, обеспечивающие минимальную погрешность. С использованием полученных параметров путём обратного 
вейвлет-преобразования построены графики сигналов до и после фильтрации непосредственно во временной области.
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Abstract. Methods of wavelet fi ltering of noise in signals of measuring transducers using the threshold method of discrete wavelet 
transform are considered. To study the methods of wavelet fi ltering of noise, special model signals were used to estimate the fi ltering 
errors. A method has been developed for determining the parameters of wavelet fi ltering of noise with a threshold for all levels of 
decomposition, which makes it possible to determine the wavelet function, threshold function and fi ltering threshold of the detailing 
coeffi  cients of the discrete wavelet decomposition. The infl uence of the parameters of the noise distribution, the noise level, the 
number of vanishing moments of the Daubechies wavelet function, the nature of the threshold function and the threshold value on 
the fi ltering error caused by the noises of non-stationary measuring signals has been investigated by the method of a computational 
experiment. The results of the study of six threshold functions are given with the addition of noise to the measuring signal with non-
stationary amplitude, frequency and duty cycle of rectangular pulses. The signal of the Doppler sensors is investigated, the wavelet 
fi ltering parameters are calculated, which provide the minimum error. The obtained parameters are used to construct graphs of signals 
before and after fi ltering directly in the time domain using the inverse wavelet transform.
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Введение. Широкое применение методов вейвлет-филь-
трации в измерительных системах началось с фильтрации 
сигналов электроэнцефалограмм от аппаратных шумов [1–3].
Теория шумоподавления применительно к дискретному 
вейвлет-разложению с пороговыми функциями для ограни-
чения части коэффициентов детализации описана в [4–5]. 

Однако применение указанной теории выдвигает обяза-
тельные требования к ортогональности базового вейвлета 
и достаточному числу исчезающих моментов. Одновремен-
но выполнить оба условия сложно, поскольку ортогональ-
ные вейвлет-базисы не обеспечивают одинаковое разреше-
ние отдельно по частоте и отдельно по времени.
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Фильтры дискретного вейвлет-преобразования с улуч-
шенными за счёт предварительной обработки сигналов 
функциями, в том числе и фильтрами других типов, успешно 
применяются для шумоподавления в различных спектро-
скопических методах измерений [6–13].

Пороговое снижение шума методом вейвлет-фильтра-
ции широко используется при измерении температуры во-
локонно-оптического комбинационного датчика, но слабый 
спонтанный сигнал комбинационного рассеяния легко по-
глощается оптическим шумом и случайным шумом [14].

Для повышения эффективности вейвлет-фильтрации 
с порогом необходимо исследование не только влияния 
числа исчезающих моментов вейвлет-функции, но и типа 
пороговой функции с учётом численных значений порога, 
обусловливающих подавление уровня шума.

Анализ литературных данных и постановка пробле-
мы. В публикации [15] вычислительный эксперимент (коли-
чество отсчетов ) проводился с модельным «кон-
трастным» сигналом по типу сигнала от датчика Доплера 
с резким изменением амплитуд. Широкополосный спектр 
модельного сигнала существенно усложнял фильтрацию 
из-за совпадений высокочастотных составляющих этого 
сигнала и шумов. Шумы измерений, имевшие нормальное, 
равномерное и пуассоновское распределение искажали 
точные значения модельного сигнала. На каждом уровне 
разложения сигнала вводился порог на удаление части ко-
эффициентов детализации. По мнению авторов работы [15], 
такой порог носил экстремальный характер в зависимости 
от закона распределения шума. При этом считалось, что 
шумы сосредоточены в высокочастотной области спектра. 
Однако известно, что фильтрация с учётом неизвестных 
законов распределения шума вносит дополнительную не 
учтённую погрешность измерений параметров сигнала [16].

Авторы работы [17] для уменьшения неопределённости 
динамических измерений по результатам вейвлет-фильтрации 
зашумлённого сигнала предлагают в зависимости от инфор-
мационной составляющей сигнала кратно дифференцировать 
базовый вейвлет. Поскольку в публикации нет данных об эф-
фективности предложенного метода, а при дифференцирова-
нии вейвлет теряет свойство ортогональности, оценить эффек-
тивность предложенного метода нельзя. Однако согласно [18] 
дифференцировать возможно и динамический сигнал, и вейв-
лет. Следовательно, и модификация предложенного авторами 
[17] метода дифференцирования базового вейвлета пригодна 
только для выявления аномалий в сигнале.

Выбор вейвлета для фильтрации в публикации [19] пред-
лагается осуществлять по крутизне амплитудно-частотной 
характеристики фильтра на основе визуального анализа 
графика. Однако без определения численного показателя 
погрешности фильтра такая методика не эффективна из-за 
исключительно визуальной оценки.

Среди большого разнообразия методов и средств обес-
шумливания измерительных сигналов особое место по 
применению в цифровых средствах измерений занимают 
дискретные вейвлет-фильтры. Однако остаётся актуальной за-
дача минимизации погрешностей для фильтров, основанных 

на дискретном вейвлет-преобразовании c общим порогом 
и пороговой функцией.

Цель настоящей работы – разработка методов мини-
мизации погрешностей дискретных вейвлет-фильтров с 
общим порогом и пороговой функцией для всех уровней 
вейвлет-разложения.

Краткие теоретические сведения о методах вейвлет-
фильтрации с общим порогом коэффициентов детали-
зации и особенности их программной реализации. Кратко 
приведём основные понятия и определения, необходимые для 
изложения результатов работы. Многомасштабное представле-
ние функции f(t) в базисе вейвлет-функции имеет вид [20]:

(1)

где J – глубина вейвлет-разложения;  и  – коэффици-
енты разложения аппроксимирующий и детализирующий 
соответственно;  – масштабирующая функция;  – 
вейвлет-функция.

В случае дискретного вейвлет-преобразования с порогом 
второе слагаемое в формуле (1) соответствует высокочас-
тотным компонентам функции f(t), которые уменьшают с по-
мощью общей пороговой функции Kf(c) с порогом с. С учётом 
введённых обозначений соотношение (1) принимает вид

(2)

Особенности программной реализации соотношения (2) 
с обратным вейвлет-преобразованием во временную об-
ласть зависят от применяемой компьютерной математи-
ческой программы. В данном исследовании используем 
библиотеку PyWavelets – бесплатное программное обеспе-
чение с открытым исходным кодом и верификацией, вы-
пущенное по лицензии MIT [21]. Для вспомогательных вы-
числений применяем библиотеку scipy.signal (Программная 
библиотека scipy.signal.buttord: [сайт]. URL: https://docs.scipy.
org/doc/scipy/reference/).

Качество фильтрации оцениваем с помощью средней 
квадратической погрешности, которая определяется по 
формуле [22]:

(3)

где x(i) – информационный сигнал, не содержащий помех; 
y(i) – сигнал, полученный в результате фильтрации.

Отметим, что использование косинусного или корреля-
ционного расстояния между модельным и отфильтрован-
ным сигналами [23] в частотной области даёт тот же резуль-
тат, что и соотношение (3) во временной области.

Оптимальной будем считать фильтрацию, для которой 
вейвлет-функция, пороговая функция и порог обеспечивают 
как минимальную погрешность, так и визуальное сходство 
исходного и отфильтрованного сигналов.
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не зашумлённому сигналу добавим нормально распре-
делённый шум с нулевым математическим ожиданием μ 
и средним квадратическим отклонением  при соотно-
шении сигнал/шум в 22 дБ (рис. 1). На рис. 1 приведено от-
ношение a текущей амплитуды к максимальной. Количество 
отсчётов N – отношение текущего времени к интервалу вре-
мени отсчёта, причём интервал отсчёта меньше половины 
периода сигнала по норме Найквиста.

Полученный сигнал (рис. 1) фильтруем с использова-
нием вейвлет-функций Добеши для всех доступных поро-
говых функций (garotte; garrote; greater; hard; less; soft) [15]. 
При этом для заданных списком пороговых функций и вейв-
лет-функций подбираем значение порога с, которое в сово-
купности с указанными функциями обеспечивает минимум 
средней квадратической погрешности Е. На рис. 2 приве-
дены пороговые функции, вейвлеты и порог для сигнала 
типа блоки с нормально распределённым шумом с нулевым 
математическим ожиданием и средним квадратическим 
отклонением  при соотношении сигнал/шум в 22 дБ 
и порогом 0,563. Масштаб отображения значений Е подобран 
с учётом пропорционального и комфортного отображения 
минимального и максимального значения на графике.

Минимальная средняя квадратическая погрешность 
0,003631 соответствует вейвлету db1, жёсткой пороговой 
функции (далее – hard) и порогу 0,563. Исследуем измене-
ние сигнала после фильтрации с определёнными по рис. 2 
параметрами (рис. 3).

Найденные вейвлет, пороговая функция и порог не при-
водят к искажению формы отфильтрованного сигнала, что 
свидетельствует о правильности указанного выше выбора. 

Рис. 3. Относительная амплитуда а исходного (1) и отфильтрован-
ного (2) сигналов в зависимости от количества отсчётов N

Fig. 3. Relative amplitude a of the original (1) and fi ltered (2) signals 
depending on the number of samples N

Рис. 1. Относительная амплитуда а зашумлённого модельного 
сигнала типа блоки с нормально распределённым шумом в зависи-

мости от количества отсчётов N

Fig. 1. Relative amplitude а of a noisy model signal of the blocks 
type with normally distributed noise depending on the number 

of samples N

Рис. 2. Результаты определения вейвлета и пороговых функций Kf(c) 
(функция порога – hard 3) при фильтрации ступенчатого сигнала 

типа блоки с нормально распределённым шумом:
1 –  вейвлет: db2; 2 –  вейвлет: db4; 

3 –  вейвлет: db6; 4 –  вейвлет: db8

Fig. 2. The results of determining the wavelet and threshold functions Kf(c) 
(threshold function – hard 3) when fi ltering a step signal of the blocks 

type with normally distributed noise:
1 –  wavelet: db2; 2 –  wavelet: db4; 

3 –  wavelet: db6; 4 –  wavelet: db8

Определение оптимальных параметров фильтрации 
для измерительных сигналов типа блоки. Для получения 
модельного зашумлённого сигнала типа блоки к исходному
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Результат не противоречит теории вейвлет-преобразования, 
поскольку крутые фронты ступенчатого сигнала типа блоки 
соответствуют вейвлету db1 с одним исчезающим моментом. 
Максимальное число уровней разложения ступенчатого сиг-
нала с вейвлетом db1 равно 10.

Определение оптимальных параметров фильтрации 
для измерительных сигналов типа Доплер. Для получе-
ния модельного зашумлённого сигнала типа Доплер доба-
вим нормально распределённый шум с нулевым математи-
ческим ожиданием и средним квадратическим отклонением 

 (рис. 4). На рис. 4 приведены пороговые функции, 
вейвлеты и порог для описанного доплеровского сигнала 
при соотношении сигнал-шум в 9 дБ и порогом 0,499. Для 
заданных параметров шума путём выбора порога, порого-
вой функции и вейвлета обеспечим минимальную погреш-
ность фильтрации.

Абсолютное значение порога доплеровского сигнала, 
равное 0,499, меньше значения порога для ступенчатого 
сигнала (0,563) при большем уровне шума (9 дБ). При этом 
минимальная средняя квадратическая погрешность состав-
ляет 

Для подтверждения эффективности предложенной мето-
дики фильтрации визуально оценим отличие отфильтрован-
ного сигнала от исходного. На рис. 5 показан сравнительный 
анализ исходного и отфильтрованного сигналов при найденных 

оптимальных параметрах фильтрации:  по-
роговая функция hard; порог 0,499; вейвлет db6.

Полученный график для исходного и отфильтрованно-
го сигналов при найденных вейвлете, пороге и пороговой 
функции подтверждает, что применение разработанной 
методики фильтрации не приводит к искажению формы 
отфильтрованного сигнала, а выбор значения параметров 
вейвлет-фильтрации – правильный. Полученный результат 
не противоречит теории вейвлет-преобразования, посколь-
ку гармоническая форма сигнала соответствуют вейвлету 
с шестью исчезающими моментами db6 и аппроксимиру-
ющей функцией шестого порядка. Максимальное число 
уровней разложения доплеровского сигнала с вейвлетом 
db6 равно 6.

Заключение. Описанная методика вычислительного экс-
перимента позволяет минимизировать погрешность филь-
трации в измерительных системах за счёт выбора сразу не-
скольких параметров – пороговой функции порога и вейвлета.

Установлено, что для измерительных сигналов типа 
блоки эффективную вейвлет-фильтрацию обеспечивает 
следующая совокупность параметров: жёсткая пороговая 
функция с порогом 0,563 и вейвлет Добеши db1. Для изме-
рительных сигналов доплеровского типа требуется другая 
совокупность параметров: жёсткая пороговая функция с по-
рогом 0,499 и вейвлет Добеши db6.

Использование приведённой методики определения ос-
новных параметров вейвлет-фильтрации с общим для всех 
уровней вейвлет-разложения сигнала порогом повышает 
эффективность вейвлет фильтрации для любого известно-
го типа измерительного сигнала.

Рис. 4. Результаты определения оптимальных параметров филь-
трации доплеровского сигнала с нормально распределённым 

шумом, Kf (c) – пороговая функция (функция порога – hard 3):
1 –  вейвлет: db2; 2 –  вейвлет: db4; 

3 –  вейвлет: db6; 4 –  вейвлет: db8

Fig. 4. The results of determining the optimal Doppler fi ltering parameters 
with normally distributed noise; Kf (c) – threshold function (threshold 

function – hard 3):
1 –  wavelet: db2; 2 –  wavelet: db4; 

3 –  wavelet: db6; 4 –  wavelet: db8

Рис. 5. Сравнительный анализ относительной амплитуды а исход-
ного (1) и отфильтрованного (2) сигналов в зависимости от коли-

чества отсчётов N

Fig. 5. Comparative analysis of the relative amplitude а of the original (1) 
and fi ltered (2) signals depending on the number of samples N
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