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Рассмотрены нестационарные непрерывные и дискретные динамические системы, моделируемые 
соответственно интегральными уравнениями Вольтерра первого рода и их дискретными аналогами. 
Построены алгоритмы точного восстановления импульсной характеристики (в аналитическом виде) 
для непрерывных систем и переходной характеристики для дискретных систем. Рассмотрен алгоритм 
точного восстановления импульсной характеристики нестационарной непрерывной динамической 
системы по трём, связанным между собой, входным сигналам. Показано, что первый сигнал может 
быть произвольным, а второй и третий сигналы связаны с первым интегральным оператором. 
В качестве динамической характеристики выбрана точная формула преобразования Лапласа 
импульсной характеристики, представленная алгебраическим выражением от преобразования Лапласа 
выходных сигналов системы. Приведён модельный пример, иллюстрирующий эффективность работы 
представленного алгоритма. Обсуждены вопросы практического применения представленного 
алгоритма. Также построен алгоритм точного восстановления переходной характеристики 
нестационарной дискретной динамической системы по трём, связанным между собой, входным 
сигналам. Показано, что первый сигнал может быть произвольным, а второй и третий сигналы 
связаны с первым оператором суммирования. Дана точная формула Z-преобразования переходной 
характеристики, представленная алгебраическим выражением от Z-преобразования выходных 
сигналов системы. Приведён модельный пример. Описаны динамические системы, на которые могут 
быть распространены предложенные алгоритмы.
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система, импульсная характеристика, переходная характеристика, идентификация.
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ОБЩИЕ ВОПРОСЫ МЕТРОЛОГИИ И ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКИ

Введение. Вопросам определения динамических харак-
теристик измерительных систем посвящено множество ра-
бот. Общие вопросы идентификации параметров динамиче-
ских систем подробно освещены в работах [1–7]. Отдельно 
следует отметить методы точного восстановления динами-
ческих характеристик (в аналитическом виде) стационарных 
систем. В работах [8–10] предложены методы восстановле-
ния динамических характеристик стационарных систем по 
двум тестовым сигналам. Метод, рассмотренный в работе 
[8], используется при построении алгоритмов аналитическо-
го определения динамических характеристик нелинейных 
стационарных систем по нескольким тестовым сигналам, а 
также для вычисления задержек в стационарных системах с 
запаздываниями. Также он распространён на информацион-
но-измерительные системы, моделируемые многомерными 
уравнениями в свёртках. Подробное изложение метода и его 
обоснование приведено в работе [7].

Аналитические методы восстановления динамических ха-
рактеристик информационно-измерительных систем кроме 
непосредственного теоретического и практического интере-
са позволяют с высокой точностью рассчитать коэффициен-
ты дифференциальных уравнений, моделирующих эти си-
стемы [11]. Настоящая работа посвящена распространению 

этих результатов на нестационарные системы, описывае-
мые уравнениями:

(1)

(2)

где  – импульсная характеристика; x(t), f(t), 
 – соответственно входной и выходной сигналы непре-

рывной нестационарной системы; g(k, l),  – пере-
ходная характеристика; x(k), f(k), k=0, 1, ... – соответственно 
входной и выходной сигналы дискретной системы.

Импульсная характеристика подлежит определению и 
удовлетворяет условиям физической реализуемости для 
непрерывных (1) и дискретных (2) систем соответственно:
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Отметим, что при исследовании уравнений (1), (2) вос-
становление динамических характеристик проводится по 
трём тестовым сигналам.

Точное восстановление динамических характеристик 
непрерывных систем. Наряду с динамическими система-
ми, функционирование которых описывается интегральными 
уравнениями в свёртках и обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями, имеются большие классы динамических 
систем, моделируемых интегральными уравнениями Вольтер-
ра [12, 13] и уравнениями в частных производных (параболи-
ческими и гиперболическими уравнениями) [14–18]. В случае, 
когда математическая модель динамической системы описы-
вается уравнением в частных производных, задача иденти-
фикации системы сводится к определению коэффициентов 
этого уравнения. Существуют различные постановки задач 
идентификации параметров динамических систем, объединя-
емые общим названием – обратные задачи [15–18]. В книге 
[7] изложены методы идентификации динамических систем, 
описываемых уравнениями в частных производных, по их ре-
акции на два входных тестовых сигнала.

Метод точного восстановления динамических характери-
стик основан на применении следующего утверждения [7], 
[19].

Утверждение. Пусть преобразование Лапласа Lt по пе-
ременной t импульсной характеристики g(t, τ) системы (1) 
удовлетворяет условию

(3)

где  – аналитические функции комплексной пере-
менной  u, v – действительные числа;  – ве-
щественная постоянная, 

Тогда изображение уравнения (1) примет вид

(4)

Задача восстановления импульсной характеристи-
ки сводится к определению функций  q(p). В работах 
[7], [19] рассмотрены методы приближённого определения 
функций  q(p) по двум тестовым сигналам. В настоя-
щей работе авторы предлагают метод точного определения 
функций  q(p) по трём входным сигналам.

Постановка задачи. Требуется по серии тестовых вход-
ных сигналов

определить импульсную характеристику g(t, τ) системы (1), 
удовлетворяющую условию (3). При этом предполагается, 
что сигнал x1(t) удовлетворяет условию

(5)

Отметим, что в качестве сигнала x1(t) может выступать 
произвольный финитный сигнал, для которого выполнено 
условие

Сигнал x3(t) при условии (5) можно представить в виде

(6)

Заметим, что условие (5) выполняется для входных сиг-
налов большинства измерительных преобразователей, так 
как их функционирование в режиме эксплуатации проходит 
на конечном времено́м отрезке. Выбор сигнала x1(t) осу-
ществляется из условия A≠0.

Восстановление импульсной характеристики. Най-
дём изображения входных сигналов. Использовав теорему 
об изображении интеграла от оригинала и учитывая выра-
жение (6), запишем следующие выражения:

(7)

Здесь X1(p), X2(p), X3(p) – изображения входных сигна-
лов x1(t), x2(t), x3(t).

Для входных сигналов x1(t), x2(t), x3(t) соответствующие 
выходные сигналы f1(t), f2(t), f3(t) будут иметь вид

Найдём их изображения F1(p), F2(p), F3(p), применив 
формулы (3), (4), (7):
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В результате приходим к системе алгебраических урав-
нений относительно неизвестных  q(p):

(8)

Система (8) имеет аналитическое решение относитель-
но искомых функций  q(p):

(9)

Замечание 1. Сигнал x3(t) введён для возможности ана-
литического вычисления функций  q(p). При использо-
вании двух сигналов функции  q(p) определяются при-
ближённо [7], [19].

Замечание 2. Из уравнений (9) следует, что вид входного 
сигнала x1(t) не влияет на полученный результат.

Модельный пример. Рассмотрим нестационарный изме-
рительный преобразователь, описанный уравнением

(10)

где g(t, τ) – импульсная характеристика, подлежащая опре-
делению и удовлетворяющая условию  физической 
реализуемости при t<τ.

По серии входных сигналов x1(t), x2(t), x3(t) и наблюдени-
ем соответствующих выходных сигналов f1(t), f2(t), f3(t) тре-
буется определить импульсную характеристику g(t, τ).

Определение исходных данных. В качестве входных сиг-
налов возьмём

Проверим условие (5):

Тогда наблюдаемые выходные сигналы имеют вид

Замечание. Запишем выражения для импульсной харак-
теристики g(t, τ) исследуемого измерительного преобразо-
вателя (10):

(11)

Этапы решения.
1. Найдём преобразование выходных сигналов f1(t), f2(t), 

f3(t):

2. Определим функции  q(p) по формулам (9):
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3. Получим выражения:

Тогда изображение импульсной переходной функции g(t, τ) 
в уравнении (10) примет вид

4. Применив теорему смещения, найдём оригинал – им-
пульсную характеристику

Наложим на полученную функцию условие физической 
реализуемости и получим формулу

совпадающую с точной импульсной характеристикой (11).
Замечание 1. При практической реализации предложен-

ного алгоритма восстановления импульсной характеристики 
возникает следующая техническая сложность: по крайней 
мере один из трёх входных сигналов x1(t), x2(t), x3(t) имеет 
скачок при t=0. Это вытекает из условия (5) и представления 
сигнала x3(t) в виде (6). Уменьшить погрешность, вносимую 
при технической реализации скачка сигнала x3(t) в момент 
времени t=0, можно за счёт рационального выбора значе-
ния A. Кроме того, следует отметить, что в метрике про-
странства  замена ступенчатого перепада нулевой 
длительности реальным сигналом не вызывает большой по-
грешности при достаточно большой длительности сигнала.

Замечание 2. При практическом применении изложен-
ного выше алгоритма естественно в формуле (9) функции 
Fi(p), i=1, 2, 3, находить приближённо по квадратурным 
формулам вычисления преобразования Лапласа [20]. Им-
пульсная характеристика g(t, τ) находится в результате при-
менения обратного преобразования Лапласа к функции

Восстановление переходных характеристик дискрет-
ных систем. Восстановление переходных характеристик ос-
новано на применении следующего утверждения [11].

Утверждение. Пусть Z-преобразование переходной ха-
рактеристики системы (2) по переменной k удовлетворяет 
следующему условию [7]:

(12)

Тогда Z-преобразование уравнения (2) имеет вид

(13)

Задача восстановления переходной характеристики 
сводится к определению функций  q(z).

В работе [11] предложены методы приближённого опре-
деления функций  q(z) по двум тестовым сигналам.

Постановка задачи. По серии тестовых входных сигналов

требуется определить переходную характеристику g(k, l) си-
стемы (2), удовлетворяющую условию (12). При этом пред-
полагаем, что сигнал x1(k) удовлетворяет условию

(14)

Отметим, что, как и в случае непрерывных систем, в ка-
честве сигнала x1(k) может выступать произвольный финит-
ный сигнал, для которого выполнено условие

Сигнал x3(t) при условии (14) можно представить как

(15)

Восстановление переходной характеристики. Найдем 
Z-преобразование входных сигналов x1(k), x2(k), x3(k). Ис-
пользуя теорему о Z-преобразовании суммируемой после-
довательности и учитывая формулу (15), имеем

(16)

Здесь X1(z), X2(z), X3(z) – Z-преобразования последова-
тельностей x1(k), x2(k), x3(k).

Для серии входных сигналов x1(k), x2(k), x3(k), соответ-
ствующие выходные сигналы f1(k), f2(k), f3(k) будут иметь 
вид
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При выполнении условий (12), (13) и с учётом выраже-
ний (16) Z-преобразования выходных сигналов f1(k), f2(k), 
f3(k) имеют вид

В результате приходим к следующей системе алгебраи-
ческих уравнений относительно  q(z):

(17)

Система (17) имеет аналитическое решение относи-
тельно искомых функций  q(z):

(18)

Замечание. Сигнал x3(k) введён для возможности аналити-
ческого вычисления функций  q(z). При рассмотрении двух 
сигналов функции  q(z) определяются приближённо [7].

Модельный пример. Рассмотрим нестационарный из-
мерительный преобразователь, описываемый уравнением

(19)

где x(k), f(k) – входной и выходной сигналы соответственно; 
g(k, l) – переходная характеристика, подлежащая определе-
нию и удовлетворяющая условию физической реализуемо-
сти  при k<l.

По результатам обработки входных сигналов x1(k), x2(k), 
x3(k) и соответствующих выходных сигналов f1(k), f2(k), 
f3(k) требуется определить переходную характеристику 
g(k, l).

Определение исходных данных. В качестве входных сиг-
налов возьмём

Проверим условие (14) и вычислим A:

Соответствующие наблюдаемые выходные сигналы 
имеют вид

При этом точные значения переходной характеристики 
следующие:

(20)

Этапы решения.
1. Найдём Z-преобразование выходных сигналов f1(k), 

f2( k), f3(k):

2. Определим по формулам (18) функции  q(z):
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3. Получим следующие выражения:

Тогда изображение переходной характеристики g(k, l) 
уравнения (19) будет иметь вид

4. Применив теорему смещения, найдём оригинал – пе-
реходную характеристику

Наложим на полученную функцию условие физической 
реализуемости и окончательно получим

что совпадает с точной переходной характеристикой (20).
Заключение. Предложены алгоритмы восстановления 

импульсной характеристики (в случае непрерывных дина-
мических систем) и переходной характеристики (в случае 
дискретных систем) по трём сигналам, позволяющие точ-
но получить соответствующие характеристики систем. При 
этом при определении изображений искомых характеристик 
применяются только изображения наблюдаемых выходных 
сигналов. Данный подход можно использовать при иссле-
довании многомерных систем, систем с распределёнными 
параметрами (непрерывных и дискретных) и систем, описы-
ваемых рядами Вольтерра и применяемых, например, при 
нелинейной фильтрации изображений [21].
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Non-stationary dynamic system characteristics recovery from three test signals
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Penza State University, Penza, Russian Federation, e-mail: i.v.boykov@gmail.com, krivulin@bk.ru

Algorithms of exact restoration in an analytical form of dynamic characteristics of non-stationary dynamic systems are 
constructed. Non-stationary continuous dynamical systems modeled by Volterra integral equations of the fi rst kind and non-
stationary discrete dynamical systems modeled by discrete analogues of Volterra integral equations of the fi rst kind are considered. 
The article consists of an introduction and three sections: 1) The exact restoration of the dynamic characteristics of continuous 
systems, 2) The restoration of the transition characteristics of discrete systems, 3) Conclusions. The introduction provides a 
statement of the problem and provides an overview of dynamical systems for which algorithms for exact reconstruction in an 
analytical form of the impulse response (in the case of continuous systems) and the transition characteristic (in the case of discrete 
systems) are constructed. In the fi rst section, the algorithm is constructed for the exact reconstruction of the impulse response 
of an non-stationary continuous dynamic system from three interconnected input signals. The fi rst signal may be arbitrary, the 
second and third signals are associated with the fi rst signal by integral operator. The exact formula for the Laplace transform of 
the impulse response, represented by an algebraic expression from the Laplace transform of the system output signals, is given. 
A model example illustrating the eff ectiveness of the algorithm is given. The practical application of the presented algorithm is 
discussed. In the second section, an algorithm is constructed for the exact reconstruction of the transition response of a non-
stationary discrete dynamical system from three input signals that are interconnected. The fi rst signal may be arbitrary, the 
second and third signals are associated with the fi rst summing operator. The exact formula of the Z-transform of the transition 
characteristic is presented, which is represented by an algebraic expression from the Z-transform of the system output signals. 
A model example is given. The “Conclusions” section provides a summary of the results presented in the article and describes 
the dynamic systems to which the proposed algorithms can be extended.

Key words: non-stationary dynamic system, continuous system, discrete system, impulse response, transition characteristic, 
identifi cation.


