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Аннотация. Рассмотрены контрольные карты – важный инструмент статистического управления процессами, необходимый 
для обеспечения качества изготавливаемых изделий. Показано, что существующие стандарты описывают построение контрольных 
карт по измерениям показателя качества, распределённого нормально. Установлено, что в ряде технологических процессов 
показатель качества имеет распределение в виде двухпараметрического обобщения закона Рэлея, характерное, в частности, 
для диаметров деталей с наружными и внутренними цилиндрическими поверхностями при определённых способах базирования 
и обработки. Решена задача построения контрольных карт Шухарта для слежения за технологическим разбросом и уровнем 
настройки подобных процессов. Решение указанной задачи основано на результатах исследований оценок параметров процесса, 
полученных в предыдущих работах авторов настоящей статьи. Представлены значения квантилей распределений статистик и других 
коэффициентов, используемых для построения контрольных карт. Приведён пример построения контрольных карт. Полученные 
результаты можно применять при мониторинге и обеспечении качества производственных процессов в дополнение к статистическим 
методам, разработанным для процессов с нормальным распределением и описанным в действующих стандартах.
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Введение. Одной из основных характеристик качества 
деталей в современном машиностроении является точ-
ность размеров, формы и расположения поверхностей, а 
также микропрофиля поверхности (шероховатость) детале й 
[1, 2]. Измерения всё чаще являются не финальной опера-
цией, призванной удостоверить точность соблюдения тре-
бований к изделию, а составной частью процесса изготов-
ления деталей, используются для управления процессом с 
целью обеспечения точности [3–5]. Однако в серийном, а 
тем более крупносерийном и массовом производствах осо-
бо важную роль играет не точность отдельных экземпляров, 
а точность процесса в целом, когда подавляющее большин-
ство изделий характеризуются значениями показателя ка-
чества, находящимися в заданных границах [6, 7]. Методы 
менеджмента качества в значительной мере направлены на 
достижение стабильности процессов, на обеспечение вос-
производимости и повторяемости их результатов. Поэтому 
следует придерживаться стратегии предупреждения по-
терь, позволяющей избежать производства несоответству-
ющей продукции, а не отбраковывать её на этапе приёмки. 
Такая стратегия предполагает сбор и анализ информации о 
процессе и его своевременную оптимизацию.

Производственный процесс находится в статистически 
подконтрольном состоянии, когда показатели качества от 
изделия к изделию изменяются исключительно случайным 
образом, независимы между собой и могут быть описаны 
некоторым законом распределения вероятностей [6, 8]. 
Случайные, внутренне присущие причины изменчивости 
процесса называются общими, в отличие от особых причин, 
которые проявляются в изменении вида распределения 
показателя качества или значений параметров распреде-
ления. К особым причинам можно отнести неоднородность 
материала, поломку инструмента, неправильную работу 
производственного или контрольного оборудования, несо-
ответствующую квалификацию персонала, нарушение тех-
нологии, изменение производственных условий и т. д.

Понятие статистически подконтрольного состояния про-
изводственного процесса никак не связано с соответствием 
всех выпускаемых изделий спецификациям, поскольку не 
содержит упоминаний о предъявляемых требованиях. Од-
нако выход процесса из статистически подконтрольного со-
стояния, как правило, приводит к увеличению выпуска несо-
ответствующей продукции. Таким образом, своевременное 
выявление возникновения особых причин изменчивости 
является важным инструментом обеспечения качества про-
изводственного процесса. Один из способов достижения 
этого – периодическое взятие выборок изделий и контроль 
либо измерение их показателя качества [7, 9].

Поскольку в значениях показателя качества присутству-
ет случайная составляющая, то при обработке результатов 
контроля либо измерений используют методы проверки 
статистических гипотез, а именно, проверяют гипотезу о 
том, что процесс находится в статистически подконтроль-
ном состоянии с неизменными значениями параметров 

распределения показателя качества. Для выявления изме-
нений значений параметров процесса ещё до того, как про-
изойдёт выход размера за пределы поля допуска, основан-
ного на выборочном контроле изготавливаемых изделий, 
предназначен аппарат контрольных карт.

Цель настоящей статьи – разработка способа постро-
ения контрольных карт Шухарта для управления процес-
сом, в котором показатель качества распределён по закону 
R(a, –σ) или R(a, σ). Для этого предложена определённая 
процедура обработки измерительной информации о значе-
ниях показателя качества в выборках изделий.

Контрольные карты. Контрольная карта представля-
ет собой визуальный инструмент проверки гипотезы о том, 
что значение некоторого параметра процесса не изме-
нилось по сравнению с начальным («нулевая гипотеза»). 
Для этого обычно на контрольную карту наносятся цен-
тральная линия, соответствующая начальному значению 
параметра, и одна или две контрольные границы. В даль-
нейшем по ходу процесса периодически осуществляется 
отбор подгрупп изделий, контроль или измерение значе-
ний их показателя качества и вычисление некоторой выбо-
рочной характеристики. Полученное значение наносится в 
виде точки на контрольную карту.

Когда точка, полученная по результатам обработки оче-
редной выборки, выходит за одну из контрольных границ, 
происходит «срабатывание» карты, т. е. нулевая гипотеза 
отвергается. В этом случае следует выполнить подналадку 
процесса (подналадка – дополнительная регулировка обо-
рудования в процессе работы для восстановления техничес-
ких параметров, достигнутых при первичной наладке).

Срабатывание контрольной карты может быть и лож-
ным, если процесс остаётся в стабильном состоянии, но 
значение выборочной характеристики в очередной выборке 
случайно выходит за контрольные границы. Вероятность α 
ложного срабатывания с точки зрения статистической про-
верки гипотез является вероятностью ошибки 1-го рода. 
При построении контрольных карт стремятся обеспечить 
достаточно малую вероятность ложного срабатывания.

Как и для других параметрических методов провер-
ки статистических гипотез, для контрольных карт важно 
распределение наблюдаемых величин. В производствен-
ных процессах, особенно при крупносерийном и массо-
вом производстве, распределение показателя качества 
часто близко к нормальному. Действующие стандарты на 
контрольные карты по количественному признаку также 
разработаны для нормального распределения, наприме р 
ГОСТ Р ИСО 7870-2-20151.

Однако отклонения от нормального закона распределе-
ния не всегда связаны с несовершенством процесса. Так, 
в [10] приведены фактические данные о распределении диа-
метров наружных цилиндрических поверхностей деталей 
в партии и обосновано положение о том, что их отклонения 
описываются законом Рэлея. Там же дано объяснение, что 
такое распределение диаметров получается при обработке

1 ГОСТ Р ИСО 7870-2-2015. Статистические методы. Контрольные карты. Часть 2. Контрольные карты Шухарта.
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детали с базированием по цилиндрической поверхности, 
ось которой не совпадает с осью обрабатываемой поверх-
ности, и при этом с обрабатываемой поверхности сни-
мается припуск не меньше заданного с целью достижения 
требуемого качества этой поверхности. При этом имен-
но нормальное распределение отклонений от соосности 
в каждой из взаимно перпендикулярных плоскостей порож-
дает в итоге распределение Рэлея для отклонения диаметра 
поверхности. Распределение диаметра, в отличие от клас-
сического распределения Рэлея, содержит два параметра 
и обозначается R(a, –σ) [10, 11].

При аналогичной обработке внутренней цилиндричес-
кой поверхности и действии, ко торое аналогично описан-
ному в [10] вероятностному механизму, распределение 
значения диаметра можно обозначить R(a, σ). Плотности 
и функции распределения законов R(a, σ), R(a, –σ) сопо-
ставлены в табл. 1.

В [10, 11] построены планы выборочного контроля 
партий изделий, показатель качества которых распре-
делён по закону R(a, –σ) или R(a, σ), как в упрощённой 
постановке, когда параметр a считается известным, так 
и в общем случае, когда оба параметра неизвестны. 
В настоящей статье построим контрольные карты Шухар-
та для управления процессом с показателем качества, 
распределённым по закону R(a, –σ) или R(a, σ), в которых 

используются результаты измерений показателя качест-
ва в выборках изделий.

Постановка задачи. При работе с показателем качест-
ва, распределённым по нормальному закону, принято на-
зывать его математическое ожидание уровнем настройки 
или показателем положения, а среднее квадратическое 
отклонение – показателем разброса процесса. По анало-
гии с этим будем называть параметр a уровнем настрой-
ки или показателем положения, а параметр σ – показа-
телем разброса процесса (несмотря на обозначение для 
распределения Рэлея этот параметр не является сред-
ним квадратическим отклонением). Оба параметра рас-
пределения оказывают влияние на точность размеров 
деталей в партии.

Рассмотрим задачу построения контрольных карт Шу-
харта, относящихся к классу карт «без памяти». Это озна-
чает, что каждая выборка обрабатывается независимо от 
всех предыдущих, а вероятность выхода за контрольные 
границы точки, полученной в результате обработки, опре-
деляется только текущей выборкой. Поэтому положения 
контрольных границ карт Шухарта рассчитываются исхо-
дя из распределений выборочных характеристик, исполь-
зуемых в картах.

Выше упоминалось, что контрольные карты строятся по 
результатам контроля или измерения изделий в выборках. 

Характеристика Внутренние поверхности Наружные поверхности

Закон распределения R(a, σ) R(a, –σ)

Плотность 
распределения fX(x; a, σ) 
с графиком

Функция 
распределения FX(x; a, σ) 
с графиком

Табл и ц а  1

Законы распределения диаметров внутренних и наружных цилиндрических поверхностей
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При контроле проверяется соответствие значения показа-
теля качества установленным требованиям и подсчитыва-
ется число несоответствующих изделий, которое наносится 
на контрольную карту. Распределение показателя качест-
ва при этом роли не играет. В этом случае говорят о по-
строении контрольных карт по альтернативному признаку, 
а нетривиальную информацию о ходе процесса можно по-
лучить, если есть несоответствующие изделия. Следова-
тельно, контрольная карта, построенная по альтернативно-
му признаку, не может служить средством предотвращения 
появления несоответствий.

Если измеряют значения показателя качества изделий 
в выборке, а на карту наносятся результаты статистиче-
ской обработки, то контрольная карта построена по коли-
чественному признаку. В этом случае распределение пока-
зателя качества имеет значение. С помощью контрольных 
карт по количественному признаку можно заблаговременно 
отследить изменение параметров распределения, прежде 
чем оно приведёт к значительному выпуску несоответству-
ющих изделий. Для этого используют статистики, имеющие 
меньший случайный разброс, чем индивидуальные значе-
ния показателя качества.

Статистические методы, основанные на контроле не 
по исходному, а по суженному допуску [12–19], по инфор-
мативности занимают промежуточное положение между 
методами на базе альтернативного и количественного 
признаков.

Контрольные карты для показателя качества, распре-
делённого по закону Рэлея, построены в [20], но только 
для одного неизвестного параметра σ. Параметры рас-
пределения R(a, σ) можно также оценивать в рамках 
подхода, изложенного в [21] для гамма-распределения. 
Для построения контрольных карт рассмотренные оцен-
ки применимы ограниченно, поскольку в [21] построены 
лишь их асимптотические распределения, тогда как тре-
буется знание распределений.

Таким образом, необходимо построить контрольные кар-
ты Шухарта (контрольные карты разброса и уровня настрой-
ки процесса) для процессов с распределением показателя 
качества R(a, –σ) или R(a, σ) на основе статистик, служащих 

оценками  и  (либо ), для которых в [11] описан способ 
вычисления функций распределения.

Контрольная карта разброса процесса. Разброс про-
цесса определяется параметром σ. В [11] найдена функция 
распределения величины

(1)

где   – независимые наблюдения, распределён-
ные по одному и тому же закону R(a, σ);  –
порядковые статистики [22, 23], или величины

(2)

если наблюдения распределены по закону R(a, –σ). В обоих 
случаях функция Yn не зависит от параметра a, а зависи-
мость от параметра σ можно записать в виде [11]:

где  - функция распределения величины  определён-
ной формулой (2) при распределении наблюдений R(0, 1).

Для уровня p, удовлетворяющего условию  кван-
тиль распределения  обозначим как .

Математическое ожидание статистики Yn :

(3)

где Φ – функция стандартного нормального распределения.
Из (3) следует, что величина

(4)

является несмещённой оценкой σ2.
Если бы значение σ было известно, то, проведя верхнюю 

контрольную границу на высоте  можно получить ве-
роятность α выхода точки за эту границу, равную вероятности 
ошибки 1-го рода, или вероятности ложного срабатывания 
контрольной карты. Центральную линию в этом случае следу-
ет провести на уровне математического ожидания статистики 
Yn, т. е. 

Однако значение σ, как правило, неизвестно, поэтому 
обычно используют оценку величины σ2. Согласно рекомен-
дациям ГОСТ Р ИСО 7870-2-2015 можно предложить следу-
ющий порядок построения карты разброса процесса.

1. Отобрать не менее 25 подгрупп изделий из процесса 
в стандартных условиях эксплуатации.

2. По результатам измерения показателя качества в каждой 
подгруппе вычислить значение s2 оценки  сог  ласно (4).

3. Найти среднее арифметическое оценки по всем под-

группам  и провести центральную линию (CL) карты в виде 

горизонтальной прямой через точку с ординатой 
4. Выбрав вероятность ошибки 1-го рода (как правило, 

0,01), найти квантиль  и провести верхнюю контрольную 
границу (UCL) как горизонтальную прямую, проходящую че-

рез точку с ординатой 
Нижняя контрольная граница для карт разброса не обя-

зательна, поскольку нежелательным является именно уве-
личение разброса. Остальные действия по анализу и устра-
нению особых причин изменчивости проводятся так же, как 
в ГОСТ Р ИСО 7870-2-2015.

В табл. 2 приведены значения квантилей  для неко-
торых значений n, p, а также значения γn, необходимые для 
вычисления оценок (4).
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Контрольная карта уровня настройки (показателя по-
ложения). Для показателя положения a распределений 
R(a, σ) и R(a, –σ) обоснованы оценки соответственно [11]:

(5)

(6)

где 
Функцию распределения статистики Un при наблюдениях, 

распределённых по закону R(a, ±σ), можно записать в виде

где  – функция распределения статистики, вычисляемой 
по R(0, 1)-распределённым наблюдениям [11], там же опи-
сан способ нахождения 

Обозначим  – p-квантиль распределения  При 
распределении показателя качества по закону R(a, σ) и 
известных значениях a, σ на контрольной карте требуется 
провести центральную линию через точку с ординатой a, 
верхнюю и нижнюю контрольные границы на уровнях соот-
ветственно   где вероятности α1, α2 вы-
хода значения Un соответственно за верхнюю и нижнюю 
контрольные границы в сумме дают вероятность ошибки 
1-го рода α. Распределение Un несимметрично,  при 
близких к нулю α2, однако равенство  не вы-
полняется. Соответственно, при  контрольные границы 
не будут симметричными относительно центральной линии.

При распределении показателя качества по закону 
R(a, –σ) центральная линия должна быть на том же уровне 
a, верхняя и нижняя контрольные границы – на уровнях со-
ответственно  

При неизвестных значениях параметров центральную ли-
нию и контрольные границы строят исходя из значений оце-
нок параметров a, σ. Для построения карты уровня настройки 
процесса предлагаем следующий порядок действий.

1–4. Эти пункты совпадают с соответствующими пункта-
ми, описанными при построении карты уровня настройки. 

5. По результатам измерения показателя качества в тех 
же подгруппах изделий вычислить значение u статистики Un 
по формуле (5) или (6) в каждой подгруппе.

6. Найти среднее 
арифметическое оценки 
по всем подгруппам  и 
провести центральную 
линию (CL) карты в виде 
горизонтальной прямой 
через точку с ординатой 

7. Выбрать вероятности 
α1, α2 ложного выхода за 
верхнюю и нижнюю кон-
трольные границы соответ-
ственно (в сумме составля-
ющие ошибку 1-го рода).

8. При обработке внут-
ренней поверхности (при 
распределении R(a, σ)) 
найти квантили ,

n γn
0,90 0,95 0,99

10 1,297 18,9 21,6 26,8

15 1,393 28,9 32,2 38,4

20 1,456 39,0 42,7 49,5

25 1,501 49,0 53,2 60,4

Табл и ц а  2

Коэффициенты и квантили для построения 
контрольных карт разброса 

n κn·102

0,005 0,010 0,050 0,100 0,900 0,950 0,990 0,995

10 1,346 –0,509 –0,478 –0,377 –0,311 0,364 0,478 0,695 0,774

15 0,537 –0,380 –0,361 –0,292 –0,243 0,284 0,375 0,549 0,611

20 0,284 –0,313 –0,299 –0,245 –0,206 0,24 0,316 0,464 0,520

25 0,174 –0,269 –0,259 –0,214 –0,181 0,212 0,279 0,411 0,460

i xi, мм

1 39,981 0,000025

2 39,980 0,000036

3 39,979 0,000049

4 39,985 0,000001

5 39,986 0,000000

6 39,978 0,000064

7 39,982 0,000016

8 39,981 0,000025

9 39,985 0,000001

10 39,975 0,000121

Табл и ц а  3

Коэффициенты и квантили для построения контрольных карт уровня 
настройки 

Табл и ц а  4

Пример обработки выборки 
объёмом n=10

 и провести горизонтальные прямые – верхнюю конт-
рольную границу (UCL), проходящую через точку с ор-

динатой  и нижнюю контрольную границу (LCL), 

проходящую через точку с ординатой 
9. При обработке наружной поверхности (при распреде-

лении R(a, –σ)) найти квантили  и  и провести гори-
зонтальные прямые – верхнюю контрольную границу (UCL), 

проходящую через точку с ординатой  и нижнюю 
контрольную границу (LCL), проходящую через точку с орди-

натой 
В табл. 3 приведены значения квантилей  для неко-

торых значений n, p, а также значения коэффициента κn, не-
обходимые для вычисления оценок (5), (6).

Пример построения контрольных карт. Приведём 
пример построения контрольных карт разброса процесса 
и уровня настройки с использованием результатов измере-
ния размеров деталей [10]. На примере выборки объёмом 
n=10 вычислим оценки параметров для первой из 25 вы-
борок (подгрупп). Измеренные значения диаметра xi,  
цилиндрической поверхности деталей приведены в табл. 4.

В данном случае для диаметров характерно распре-
деление вида R(a, –σ) [10], поэтому для оценивания пара-
метров требуется найти максимальную порядковую статис-
тику  Сумма квадратов разностей 
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 согласно табл. 4  По 

значению  из табл. 2 вычислим

С учётом  из табл. 3 найдём значение оценки 
параметра положения

Аналогичным образом обработаны ещё 24 выборки, ре-
зультаты их обработки представлены в табл. 5.

Далее определим параметры контрольных карт. Для обоих 
распределений выберем вероятность ложного срабатывания, 
равную 0,01. Для карты положения дополнительно примем веро-
ятности ложного срабатывания «вверх» и «вниз» равными 0,005.

Параметры контрольной карты разброса:
центральная линия

верхняя контрольная граница (  см. табл. 2)

Параметры контрольной карты уровня настройки:
центральная линия

верхняя контрольная граница (  см. табл. 3)

нижняя контрольная граница (  см. табл. 3)

nв x(n), мм yn s2, мм2 u, мм

1 39,986 0,000338 0,00002896 39,988
2 39,988 0,001347 0,00011539 39,992
3 39,986 0,001056 0,00009047 39,990
4 39,987 0,001687 0,00014452 39,992
5 39,986 0,000756 0,00006476 39,989
6 39,982 0,001153 0,00009877 39,986
7 39,986 0,000780 0,00006682 39,989
8 39,986 0,000498 0,00004266 39,989
9 39,985 0,001205 0,00010323 39,989
10 39,989 0,001566 0,00013416 39,994
11 39,984 0,000408 0,00003495 39,986
12 39,987 0,000652 0,00005586 39,990
13 39,987 0,001765 0,00015120 39,992
14 39,985 0,000783 0,00006708 39,988
15 39,988 0,001841 0,00015771 39,993
16 39,987 0,000689 0,00005903 39,990
17 39,987 0,000796 0,00006819 39,990
18 39,987 0,001968 0,00016859 39,992
19 39,988 0,001292 0,00011068 39,992
20 39,985 0,000430 0,00003684 39,987
21 39,988 0,000985 0,00008438 39,992
22 39,989 0,001199 0,00010272 39,993
23 39,989 0,000843 0,00007222 39,992
24 39,988 0,000736 0,00006305 39,991
25 39,988 0,001938 0,00016602 39,993

Среднее значение 0,00009153 39,990

Табл и ц а  5

Результаты статистической обработки  выборок деталей

Рис. 1. Контрольная карта разброса (статистика Yn) – параметр раз-
броса s2 в зависимости от номера nв выборки

Fig. 1. Spread control map (Yn statistics) – the spread parameter s2 
depending on the sample number ns

Рис. 2. Контрольная карта уровня настройки (статистика Un) – оценка 
параметра положения u в зависимости от номера nв выборки 

Fig. 2. Adjustment level control map (Un statistics) – estimation of the 
position parameter u depending on the sample number ns
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Контрольные карты, построенные по найденным значе-
ниям параметров, приведены на рис. 1, 2, где точки соответ-
ствуют результатам обработки выборок (см. табл. 5).

При дальнейшем наблюдении за процессом на карты 
необходимо наносить значения статистик, вычисляемые 
по периодическим выборкам. В случае выхода очередной 
точки за одну из контрольных границ требуется вмеша-
тельство в процесс с целью выяснения и устранения осо-
бых причин изменчивости.

Заключение. Настоящая статья завершает рассмотрение 
выборочного приёмочного контроля и статистического управ-
ления процессами как способов обработки измерительной ин-
формации, необходимых для обеспечения качества изделий, 
показатели качества которых распределены по двухпарамет-
рическому закону (обобщённому распределению Рэлея).

В ходе исследований найдены способы расчёта рас-
пределений статистик, служащих оценками параметров 
распределения. Знание распределений позволяет строить 
оперативные характеристики планов выборочного изме-
рительного контроля партий изделий, а значит, выбирать 
планы контроля исходя из заданных рисков поставщика и 
потребителя. В настоящей статье квантили распределе-
ний статистик использованы для построения контрольных 
карт, с помощью которых можно мониторить производ-
ственный процесс и предотвращать выпуск несоответству-
ющей продукции.

Полученн ые результаты исследований являются до-
полнением к статистическим методам, разработанным для 
процессов с нормальным распределением, изложенным в 
действующих российских и международных стандартах, ко-
торые не применимы в рассматриваемых ситуациях.
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