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Аннотация. Рассмотрены различные способы мониторинга технологических процессов на современном 
машиностроительном производстве, в том числе статистические методы менеджмента качества продукции. Поставлена 
и решена задача построения процедур измерительного контроля по двум параметрам в тех случаях, когда отклонение 
показателя качества от номинального значения описывается обобщением распределения Рэлея с двумя параметрами. 
Исследованы распределения контрольных статистик. Описаны численные процедуры, позволяющие вычислять функции 
распределения статистик с достаточной для практических целей точностью. Сравнены оперативные характеристик плана 
контроля с применением статистик, оценивающих два параметра распределения, и плана для однопараметрической 
модели распределения. Показано, что близкие значения рисков потребителя и производителя в сопоставимых ситуациях 
при двухпараметрическом контроле обеспечиваются при небольшом увеличении объёма выборки по сравнению с 
однопараметрическим случаем. Полученные результаты будут полезны при организации процедур приёмочного контроля 
деталей с наружными и внутренними цилиндрическими поверхностями.
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Abstract. In the article, the methods of technological processes monitoring in the modern machine-building manufacturing 
are observed. The task of constructing the procedures of measurement (variable) inspection for the lots with two-parameter 
generalization of Rayleigh distribution of quality characteristic is set and solved. The test statistics distributions have been 
explored. The suffi  ciently accurate computational procedures for the distribution functions evaluation are described. The operating 
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applicable in acceptance sampling of lots of parts with external and internal cylindrical surfaces.
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Введение. Для обеспечения высокой точности изго-
товления изделий на современном производстве необ-
ходимо контролировать ход технологического процесса и 
при необходимости оперативно вырабатывать управля-
ющие воздействия с использованием средств измерени й 
[1–8]. Одним из распространённых инструментов монито-
ринга процессов являются контрольные карт ы [9–11]. Кон-
трольная карта представляет собой графическое средство 
проверки гипотезы о том, что технологический процесс 
остаётся в так называемом статистически управляемом 
состоянии. В этом состоянии изменчивость процесса, вы-
ражающаяся в отклонениях показателя качества изделий, 
сводится к случайным причинам, на которые не просто 
невозможно воздействовать, но и попытки такого воздей-
ствия будут контрпродуктивными [12]. Контрольная карта 
позволяет обнаруживать особые причины изменчивости, 
которые требуется устранять целенаправленным воздей-
ствием на процесс.

Как и многие другие статистические методы менед-
жмента качества, контрольные карты могут строиться по 
альтернативному или по количественному признаку [9, 11]. 
Альтернативный признак – это информация о том, являет-
ся ли изделие соответствующим или несоответствующим 
(значение показателя качества этого изделия входит или 
нет в поле допуска). Количественный признак – это изме-
ренное значение показателя качества. Отдельную группу 
составляют относительно новые статистические методы, 
основанные на альтернативном признаке, но по полю до-
пуска, суженному по сравнению с заданными требования-
ми [13–18]. Выборка изделий при этом разбивается на три 
группы в зависимости от значения показателя качества: 
меньше нижней границы, между границами и больше верх-
ней границы суженного поля допуска. Смысл сужения поля 
допуска при контроле состоит в том, что при нормальном 
ходе процесса практически все изделия попадают в сред-
нюю группу, тогда как при суженных границах в крайние 
группы также попадает некоторое количество изделий. 
Это позволяет найти численные оценки параметров про-
цесса, а именно, центра и ширины разброса значений по-
казателя качества, по которым можно оценивать показа-
тели воспроизводимости и вырабатывать управляющие 
воздействия [19, 20].

Цель работы – построить процедуру измерительного 
контроля партий изделий по двум параметрам в тех случа-
ях, когда отклонение показателя качества от номинального 
значения описывается обобщением распределения Рэлея с 
двумя параметрами.

Распределение Рэлея. В настоящей статье, являю-
щейся продолжением работы [21], рассматривается вы-
борочный контроль по количественному признаку, то 
есть по результатам измерения размеров деталей из вы-
борки. В [21] описана ситуация, когда распределение от-
клонений диаметров цилиндрических элементов изделий 
подчиняется закону Рэлея, что подтверждено проверкой 

по критерию Андерсона-Дарлинга, и показано, что закон 
Рэлея порождается нормальным распределением откло-
нения от соосности в двух перпендикулярных плоскостях.

Распределение Рэлея содержит только параметр 
масштаба. Распределение диаметров деталей содер-
жит ещё один параметр – параметр положения, имеющий 
смысл наибольшего возможного диаметра детали. Работ, 
посвящённых статистическому анализу такого распре-
деления, немного. Его параметры могут быть оценены 
методом максимального правдоподобия [22]. В работе 
[23] описаны оценки параметров более общего трёхпа-
раметрического гамма-распределения, частным случаем 
которого является рассматриваемое в настоящей статье 
распределение, однако только с позиций асимптотичес-
кого поведения. В статье [24] построены контрольные 
карты Шухарта для распределения Рэлея при цензуриро-
ванных наблюдениях, но именно для однопараметрическо-
го распределения .

В ГОСТ Р ИСО 7870-2-20151 описаны контрольные карты 
Шухарта как для альтернативных, так и для количественных 
данных, однако для карт по количественному признаку по-
казатель качества считается нормально распределённым. 
Данный стандарт неприменим к рассматриваемому распре-
делению, поэтому требуется разработать метод построения 
контрольных карт.

Статистики, несмещённо оценивающие параметры рас-
пределения диаметров, найдены в [21], однако для постро-
ения планов контроля с определёнными свойствами, а в 
дальнейшем и для построения контрольных карт требуется 
знать распределения этих статистик.

Постановка задачи. Пусть размеры Х деталей в партии 
распределены с плотностью

(1)

которой соответствует функция их распределения 

(2)

Факт распределения случайной величины X по закону, 
описываемому выражениями (1), (2), обозначим  
При этом величина  имеет распределение Рэлея. Если 
по закону Рэлея распределена величина  то использу-
ем обозначение  В частности, обычное распреде-
ление Рэлея обозначается R(0, σ).

Требу ется построить процедуру контроля партий изде-
лий с распределением размеров по закону R(a, –σ) и неиз-
вестными значениями параметров a, σ. 

1 ГОСТ Р ИСО 7870-2-2015. Статистические методы. Контрольные карты. Часть 2. Контрольные карты Шухарта.
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Если заданы нижняя xL и верхняя xU границы поля допуc-
ка, то доли несоответствующих изделий, размеры которых 
выходят за эти границы, соответственно равны

(3)

Если в (3) вместо значений параметров a, σ подставить 
их оценки, то будут получены оценки   Партия деталей 
принимается, если сумма оценок   меньше некоторого 
заранее выбранного критического значения ркр. Свойства 
такой процедуры контроля описывает оперативная харак-
теристика – функция зависимости вероятности приёмки 
партии от действительного уровня р несоответствий. Для 
её вычисления требуются распределения статистик, оцени-
вающих указанные, найденные аналитически или численно 
параметры. Знание распределений статистик также может 
быть использовано для построения контрольных карт Шу-
харта, применяемых в статистическом управлении процес-
сом производства изделий.

Нахождение распределений оценок параметров. 
Ранее в [21] рассмотрены n-я порядковая статистика 

 и статистика, дающая несмещён-
ную оценку параметра σ2:

(4)

где  – порядковые статистики [25];

Φ – ф ункция стандартного нормального распределения.
Если  – какая-либо несмещённая оценка параметра σ, то 

несмещённая оценка параметра a определяется выражением

В рассматриваемом случае не обязательно использо-
вать несмещённые оценки, важнее находить вероятности 
выполнения неравенства  при подстановке оценок 
в формулу (3).

Функция распределения n-й порядковой статистики при 
 имеет вид

где P – вероятностная мера; 
Плотность распределения этой статистики описывается 

выражением

Найти распределение статистики (4) сложнее. Как в [21], 
заметим, что это распределение не зависит от параметра 
а, и рассмотрим сначала задачу, в которой наблюдения 

 распределены по закону R(0, σ) – обычному 
распределению Рэлея с параметром σ. Более того, для 
упрощения выкладок можно положить  а значение σ 
учесть в конечном результате.

Рассмотрим статистику

(5)

где  − независимые случайные величины, 
имеющие один и тот же закон распределения R(0, 1) с 
плотностью

(6)

и интегральной функцией 

Согласно определению функции распределения запишем

(7)

В формуле (7) интегрирование производится по множе-
ству, заданному условиями

 − совместная плотность распреде-
ления всех порядковых статистик [25]:

Совместную плотность распределения всех порядковых 
статистик можно представить в виде

,

где  − совместная условная плот-
ность распределения порядковых статистик  
относительно первой порядковой статистики Х(1).
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В таком случае интеграл в (7) можно записать как

(8)

Интегрирование в (8) при каждом значении х(1) ведётся 
по множеству  − сектору мерного шара радиу-
са  с центром в точке, все  координат которой 
равны х(1), и с упорядочиванием координат :

полученный результат интегрируется по х(1) в пределах 

Интеграл (8) для плотности распределения Рэлея не-
возможно найти аналитически. Более того, непосред-
ственно в представленном виде практически невозможно 
применить численное интегрирование, поскольку вычис-
лительная сложность быстро повышается с увеличением 
объёма n выборки. Это связано с тем, что в системах ком-
пьютерной математики, как правило, многомерный интег-
рал вычисляется путём сведения к повторному интегралу 
от функции, представляющей собой интеграл с размер-
ностью, на единицу меньшей, чем размерность исходного 
интеграла. Этот внутренний интеграл, в свою очередь, в 
процессе вычисления тоже сводится к повторному, и так 
далее, до достижения единичной размерности. Все вычис-
ления выполняются в большом количестве точек. С ростом 
n интегрирование занимает всё больше времени: уже на-
чиная с  (в зависимости от конфигурации вычисли-
тельной системы), продолжительность интегрирования (8) 
только при одном значении у составляет десятки минут. 
Покажем, как преобразовать задачу вычисления интегра-
ла (8) и получать результаты численного интегрирования 
за разумное время.

Совместная условная плотность 
 только в секторе мерно-

го шара, определяемом условиями  Одна-
ко при этом важно, какое наблюдение оказалось на месте 
первой порядковой статистики и не важно, в каком порядке 
расположились все остальные наблюдения (все возмож-
ные их перестановки равновероятны). Это позволяет перей-
ти к интегрированию функции  
по сектору мерного шара, определяемому условиями 

Запишем условную плотность распределения величины 
X, распределённой по закону R(0, 1), при условии  
и плотность распределения первой порядковой статистики 
соответственно [21]:

(9)

Подставим выражения (9) в (8) и получим

(10 )

где внутренний интеграл берётся по множеству

Условную функцию  распределения величи-
ны Yn  относительно величины X(1) определяет интеграл

(11)

Рис. 1. Погрешности Δ вычисления значений ਝn(0, y) относительно 
функции распределения  для выборки различных объёмов n

Fig. 1. Graphs of the error Δ of calculating values ਝn(0, y) relative to 
the distribution function  for some sample size values n
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В последнем выражении (10) в квадратных скобках стоит 
интеграл от произведения однотипных сомножителей, каж-
дый из которых включает только плотность распределения 
наблюдений (6) и зависит только от одной переменной. При 
этом граница области интегрирования зависит от всех пере-
менных, поэтому перейти к произведению одномерных ин-
тегралов нельзя. Однако некоторые упрощения всё же воз-
можны. Введём следующие обозначения:

(12)

Тогда искомую функцию распределения запишем в виде

(13)

Интегралы ਝn(x, y) подчиняются рекуррентному соотно-
шению. Например, интеграл ਝ3(x, y), в котором интегрирова-
ние ведётся по четверти круга радиуса  можно преобра-
зовать следующим образом:

Для произвольного n справедливо равенство

(14)

Приведённые функции можно ввести в системе компью-
терной математики, поддерживающей рекурсию, например 
Matlab. Тогда при вычислении ਝn(x, y) функция будет много-
кратно вызывать сама себя для вычисления  при раз-
личных значениях аргумента y′, для чего, в свою очередь, по-
требуется вычисление  и так далее до вычисляемого 
непосредственно ਝ2. Однако в этом случае с увеличением n как 
раз и будет наблюдаться резкое увеличение времени вычисле-
ний. Чтобы этого избежать, вычислительную процедуру орга-
низовали следующим образом: последовательно при  
табулировали значения ਝn(x, y) по у, а затем по х в узловых 
точках в некотором конечном диапазоне и с некоторым шагом. 

При вычислении ਝn(x, y) требовались значения  не 
только в узловых точках, но и между ними. Для их получения 
использовали интерполяцию. Функцию ਝ2 вычисляли непосред-
ственно по формуле (12). Результаты вычислений сохраняли 
в трёхмерном массиве. Для того, чтобы рассчитать значения 
функции распределения  использовали двумерный 
слой этого массива, соответствующий данному значению n, 
и применяли интегрирование по формуле (13) с интерполя-
цией з начений ਝn–1(x, y) между узловыми точками. Разуме-
ется, в результате получали лишь приближённые значения 
всех функций, причём с увеличением n должна накапливать-
ся погрешность вычислений. Другие факторы, влияющие на 
погрешность – шаг табуляции значений функций и конечное 
значение верхнего предела интегрирования по х(1) в (13).

Поскольку практически невозможно точно вычислить 
искомые функции, то невозможно непосредственно опре-
делить погрешности вычислений, но можно косвенно соста-
вить о них некоторое представление. Заметим, что условная 
плотность (9) при  совпадает с обычной рэлеевской 
плотностью, поэтому ਝn(0, y) представляет собой функцию 
распределения χ2 с  степенями свободы (что непо-
средственно следует из определения (12)), которая с высокой 
точностью вычисляется современными системами компью-
терной математики. На рис. 1 изображены графики разнос-
тей  при некоторых значениях 
n (здесь через Chi2 обозначена функция распределения χ2), 
погрешность вычисления ਝn(0, y) не превышает 3⋅10–5.

Другой способ косвенно оценить точность выполненных 
расчётов – сравнить рассчитанную функцию  с эмпи-
рической функцией распределения [25] смоделированных 
значений статистики Yn. Для построения такой эмпиричес-
кой функции выполняются следующие действия:

1) генерируется независимая выборка из распределе-
ния Рэлея объёмом n;

2) определяется значение первой порядковой статисти-
ки 

3) вычисляется значение 
4) пп. 1–3 повторяются N раз;
5) по накопленным значениям строится ступенчатая 

кривая, которая начинается на нулевом уровне и делает 
скачок вверх на уровне 1/N в точках, совпадающих с одним 
из полученных значений.

Авторы настоящей статьи использовали инструмент 
«Гистограмма» системы Matlab с заданием для параметра 
«Normalization» значения «cdf». При этом получили ступенча-
тую кривую, близкую к эмпирической функции распределения 
(рис. 2). Из рис. 2 следует, что рассчитанные и эмпирические 
функции распределения согласуются между собой, т. е. точ-
ности расчётов достаточно для практических целей.

Перейдём к распределению статистики Un, предназна-
ченной для оценивания параметра a, использовав в каче-
стве оценки параметра σ величину 

где 
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Функция распределения этой величины имеет вид

Применим формулу полной вероятности

(15)

В (15) условная функция  распределения ве-
личины Yn относительно X(1) определена соотношением (11) 
с учётом условия  поскольку при  справедливо

С учётом (11) получим интеграл

численное нахождение которого, как и распределения вели-
чины Un, теперь не вызывает затруднений.

Вычисленную функцию распределения также можно 
сравнить с эмпирической функцией распределения, полу-
ченной стохастическим моделированием. Пример такого 
сравнения представлен на рис. 3. 

Таким образом, найден способ достаточно точного вы-
числения функций распределения статистик Yn и Un для 
R(0, 1)-распределённых независимых наблюдений. Далее 
будем обозначать эти статистики и их распределения соот-
ветственно   и   В общем случае для на-
блюдений, распределённых по закону R(a, σ), статистики 
и их функции распределения можно записать как

(16) Если наблюдения распределены по закону R(a, –σ), то 
статистика Yn распределена точно так же, как и в случае 
R(a, σ), а статистику Un можно представить в виде

(17)

с функцией распределения 

Рис. 2. Рассчитанные (гладкие кривые)  и эмпирические (сту-
пенчатые кривые)  функции распределения статистики Yn 

при выборках объёмом n

Fig. 2. Calculated funct ions (smooth curves)  and empirical 
functions (step curves)  of statistical dis tribution functions Yn 

for some sample size values n

Рис. 3. Рассчитанные (гладкие кривые)  и эмпирические (сту-
пенчатые кривые)  функции распределения статистики Un 

при выборках объёмом n

Fig. 3. Calculated functions (smooth curves)  and empirical 
functions (step curves)  of statistical distribution functions Un 

for some sample size values n
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Оценивание уровня несоответствий и построение 
оперативных характеристик планов контроля. Рассмот-
рим оценку уровня несоответствий, получаемую при под-
становке в (3) оценок параметров. Оценки долей изделий, 
значения показателя качества которых меньше нижней 
границы поля допуска и больше верхней границы поля до-
пуска, равны соответственно

(18)

(19)

Как упоминалось выше, партия деталей принимается, 
если оценка доли несоответствующих изделий не больше 
некоторого заданного критического уровня: 

Вероятность приёмки партии, зависящая от парамет-
ров распределения показателя качества, в данном случае 
представляет собой функцию двух переменных. При этом 
одна и та же доля несоответствующих изделий может быть 
получена при различных сочетаниях параметров a и σ, по-
этому преобразовать оперативную характеристику в функ-
цию уровня несоответствий не удаётся. Это затрудняет 
сравнение планов контроля с применением оценок (18), (19) 
как с планами контроля по альтернативному признаку, так 
и с планами, рассмотренными в [21]. Для такого сравнения 
рассмотрим частный случай: предположим  и оценим 
только долю изделий со значением показателя качества, 

выходящим за нижнюю границу поля допуска. При этом, как 
и в [21], справедливо равенство

(20)

а для оценки  можно записать

С учётом (16), (17) выполним некоторые преобразования

и запишем

Значения полученного выражения  вычисля-
ются аналогично (15) с использованием условной функции 
распределения (11). При небольших значениях уровня не-
соответствий (которые рассматриваются в целях решения 
данной задачи) следует пренебречь вероятностью события 

 и верхний предел интегрирования принять 
равным 

(21)

где 
Выражение (21), рассматриваемое как функция уровня 

несоответствий, и является оперативной характеристикой 
плана контроля, в котором используются определённые 
значения объёма выборки n и критического уровня несоот-
ветствий pкр. Сравнение с построенными в [21] однопара-
метрическими планами контроля показывает, что близкие 
характеристики достигаются при довольно небольшом уве-
личении объёма выборки. На рис. 4 приведены практически 
совпадающие кривые – оперативные характеристики одно-
параметрического плана контроля с  и двухпараметри-
ческого с  при одном и том же 

Заключение. Рассмотренное в настоящей статье двух-
параметрическое обобщение распределения Рэлея является

Рис. 4. Оперативные характеристики пл анов контроля при 
критическом уровне несоответствий 

1 – однопараметрический план для выборки объёмом  
2 – двухпараметрический план для выборки объёмом 

Fig. 4. Operational characteristics of control plans with the same value of 
the critical level of inconsistencies 0.02: 

1 – one-parameter plan with a sample size  2 – two-parameter plan 
with a sample size 
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естественным для диаметров цилиндрических поверхнос-
тей деталей определённой конструкции при определённых 
способах базирования и обработки этих деталей. Прове-
дение контроля партий таких деталей по количественному 
признаку требует построения планов, предназначенных 
именно для распределения Рэлея. В настоящей статье по-
строены планы и оперативные характеристики выборочно-
го контроля в случае, когда оба параметра распределения 
неизвестны и оцениваются по выборке. Для этого потребо-
валось найти распределения оценок параметров по специ-
ально построенной численной процедуре, использующей 
особенности статистик и распределения наблюдений. Зна-
ние распределений оценок параметров позволяет также 
строить контрольные карты для мониторинга производ-
ственного процесса, что будет описано в следующей статье.
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