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Аннотация. Рассмотрено применение методов обработки измерительной информации как части современного менеджмента 
качества продукции машиностроительного производства. Поставлена и решена задача реализации процедур измерительного 
контроля в тех случаях, когда отклонение показателя качества от номинального значения описывается распределением Рэлея. 
Объяснён механизм генерации распределения Рэлея для деталей определённого вида. Построен план измерительного контроля 
для однопараметрической модели распределения. Проведён сравнительный анализ построенного плана с планом контроля по 
альтернативному признаку согласно ГОСТ Р ИСО 2859-1-2007 «Статистические методы. Процедуры выборочного контроля по 
альтернативному признаку. Часть 1. Планы выборочного контроля последовательных партий на основе приемлемого уровня 
качества». Рассмотрены контрольные статистики, позволяющие создать план контроля для двухпараметрической модели. 
Полученные результаты могут быть полезны для составления планов контроля выборок по количественному признаку партий 
деталей, геометрические параметры которых имеют распределение Рэлея, что обусловлено особенностями конструкции и 
технологии изготовления этих деталей.
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Abstract. The application of measurement information processing methods as part of modern quality management of machine-
building products is considered. Тhe task of constructing the procedures of measurement (variable) inspection for Rayleigh distributed 
quality characteristic is set and solved. The mechanism of generation of Rayleigh distribution is explained for the parts of the specifi c 
type. The measurement sampling plan for the single-parameter distribution model is constructed and compared with the attributes plan 
according to the standard ISO 2859-1 “Statistical methods. Sampling procedures for inspection by attributes. Part 1: Sampling schemes 
indexed by acceptance quality limit for lot-by-lot inspection”. The test statistics for the two-parameters model are described. The results 
obtained can be useful for drawing up sampling control plans on the quantitative basis of batches of parts whose geometric parameters 
have a Rayleigh distribution, which is due to the design features and manufacturing technology of these parts.
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Введение. Использование современных средств изме-
рений и методов обработки измерительной информации 

в машиностроительном производстве необходимо в свя-
зи с постоянно возрастающими требованиями к качеству 
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продукции [1, 2] и с развитием потенциально более высо-
коточных по сравнению с традиционными технологиями 
обработки материалов [3]. В настоящее время необходи-
мо измерять параметры деталей в ходе технологического 
процесса изготовления [3, 4]. Измерительная информация, 
включающая сведения о состоянии режущего инструмента 
[5, 6], используется системой управления станка [7, 8] для 
обеспечения высокой точности изделий [9, 10].

Важной составляющей инструментария современного 
менеджмента качества являются статистические методы. 
Главной целью их применения является достижение стабиль-
ности процессов и сокращение разброса показателей ка-
чества (методы статистического управления процессами –
statistical process control, SPC) [11–14], продолжают использо-
вать и методы выборочного контроля продукции (sampling).

По характеру информации о контролируемом показате-
ле качества различают статистические методы, основан-
ные на альтернативном и количественном признаках. При 
контроле по альтернативному признаку изделия, попавшие 
в выборку, разделяют на соответствующие требованиям и 
не соответствующие без измерения значения показателя 
качества, например, с помощью калибров. Таким образом, 
ни конкретные значения, ни закон распределения показате-
ля качества в этом случае роли не играют, важно лишь, по-
падает его значение в заданное поле допуска или нет.

В настоящее время вместо бракованной или дефектной 
принято говорить о несоответствующей продукции, а долю 
несоответствующих единиц продукции в партии называть 
уровнем несоответствий (см., например, ГОСТ Р 50779.30-95 
«Статистические методы. Приёмочный контроль качества. 
Общие требования»).

Контроль по количественному признаку предполагает 
измерение показателя качества и вычисление по результа-
там измерений статистических оценок параметров процес-
са изготовления изделий, поэтому его называют также из-
мерительным контролем. Такой контроль сложнее, требует 
более высокой квалификации персонала, но для него тре-
буются значительно меньшие выборки, чем при контроле по 
альтернативному признаку.

Существуют также статистические методы, основанные 
на альтернативном признаке по суженным границам допуска 
[15–21], свойства этих методов в некотором смысле являются 
промежуточными между двумя основными группами методов 
(контроль по количественным или альтернативным признакам).

Ещё одна сложность контроля по количественному при-
знаку, возникающая при разработке процедур контроля, за-
ключается в необходимости знания распределений контроль-
ных статистик и, соответственно, распределения показателя 
качества изделия в партии или в процессе изготовления.

Действующие стандарты в области контроля по количе-
ственному признаку (например, ГОСТ Р ИСО 3951-1-2015 
«Статистические методы. Процедуры выборочного кон-
троля по количественному признаку. Часть 1. Требования 
к одноступенчатым планам на основе AQL при контроле 
последовательных партий по единственной характери-
стике и единственному AQL», ГОСТ Р ИСО 3951-2-2015 

«Статистические методы. Процедуры выборочного контро-
ля по количественному признаку. Часть 2. Общие требова-
ния к одноступенчатым планам на основе AQL при контроле 
последовательных партий по независимым характеристи-
кам качества») рассчитаны на применение в условиях нор-
мального распределения показателя качества. В то же вре-
мя в ГОСТ Р 50779.50-95 «Приёмочный контроль качества 
по количественному признаку. Общие требования» сказано, 
что в нормативных документах или договоре на поставку 
должны быть указаны признаваемые сторонами виды рас-
пределения показателей качества, а нормальное распреде-
ление приводится как пример.

Нормальное (или близкое к нормальному) распределе-
ние показателя качества действительно имеет место, осо-
бенно в крупносерийном и массовом производстве. Откло-
нения от нормального закона могут свидетельствовать о 
нестабильности техпроцесса или о формировании партии 
изделий из различных источников, каждый из которых ха-
рактеризуется различными особенностями процесса изго-
товления. Однако в ряде случаев распределение, отличное 
от нормального, может быть порождено нормальным рас-
пределением отдельных составляющих, влияющих на зна-
чение показателя качества.

Цель настоящей работы – анализ механизма генерации 
распределения Рэлея для размеров деталей, имеющих 
определённые особенности конструкции и технологии из-
готовления, и построение предназначенных именно для 
распределения Рэлея планов для выборочного контроля 
партий деталей по количественному признаку.

Постановка задачи. В процессе модернизации систе-
мы качества на одном из производственных предприятий 
г. Москвы возник вопрос об организации выборочного кон-
троля партий деталей (эскиз детали показан на рис. 1). Де-
тали поступали от субподрядчика партиями по 200 штук. 
Если применить контроль по альтернативному признаку, 
то для приемлемого уровня несоответствий  
в ГОСТ Р ИСО 2859-1-2007 «Статистические методы. Проце-
дуры выборочного контроля по альтернативному признаку. 
Часть 1. Планы выборочного контроля последовательных 
партий на основе приемлемого уровня качества» рекомен-
дуется план контроля для выборки объёмом  и при-
ёмочным числом  (нормальный контроль, уровень III). 
Риск изготовителя такого плана контроля равен 0,089, а риск 
производителя на уровне предельного качества  
составляет 0,279. Таким образом, контролируется четверть 
партии, но оба риска остаются довольно высокими.

Рис. 1. Эскиз контролируе-
мой детали

Fig. 1. Sketch of the inspected 
part
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С целью сокращения рисков или объёма выборки рассмот-
рен контроль по количественному признаку. Как отмечено выше, 
применение ГОСТ Р ИСО 3951-1-2015, ГОСТ Р ИСО 3951-2-2015 
возможно при нормально распределённом показателе каче-
ства, поэтому авторы настоящей статьи изучили распределе-
ния значений трёх диаметров, подлежащих контролю – двух 
наружных и одного внутреннего. При этом получили гисто-
грамму (рис. 2) действительных значений диаметра цилиндри-
ческой поверхности  для партии деталей, откуда 
следует, что распределение значений d явно асимметрично. 
Предположили, что такая асимметрия вызвана предваритель-
ным отбором деталей при нормальном распределении дей-
ствительных значений размера, однако данное предположе-
ние не подтвердилось. Кроме того, согласно рис. 2 плотность 
вероятности резко убывает по мере приближения к верхней 
границе диапазона, что также свидетельствует против нор-
мальности закона распределения.

При изучении чертежа (см. рис. 1) и технологического про-
цесса изготовления детали предположили, что отклонение 
диаметра  имеет распределение Рэлея. Соответ-
ствующую гипотезу подтвердили при проверке по критерию 
Андерсона-Дарлинга (объём данных 200, уровень значимос-
ти 0,05). Объяснение этому факту состоит в том, что при фи-
нишной обработке цилиндрической поверхности диаметром 
d, осуществляемой при закреплении детали по поверхности 
диаметром  и вращении относительно её оси, для 
обеспечения требований по качеству (шероховатости) дол-
жен быть снят припуск, не меньший заданного. Вследствие 
отклонения от соосности поверхностей диаметрами d и D, 
с той стороны, в которую смещена ось поверхности диамет-
ром d, снимается больший припуск, чем было бы при строгой 
соосности поверхностей. В результате диаметр обработан-
ной поверхности может оказаться только меньше заданного.

Если горизонтальная и вертикальная составляющие от-
клонения от соосности поверхностей независимы, нормаль-
но распределены с нулевыми математическими ожиданиями 

и одинаковыми дисперсиями σ2, то отклонение от соосности 
Δ имеет распределение Рэлея

(1)

а п лотность распределения диаметра d (далее в формулах 
диаметр d обозначен Х) определяется как

(2)

где a – значение диаметра d при строгой соосности базовой 
и обрабатываемой поверхностей и снятии одинакового при-
пуска по всей поверхности.

На рис. 3 показано влияние отклонения от соосности 
базовой и обрабатываемой поверхностей перед обработ-
кой на формирование диаметра обработанной поверхности 
(влияние других факторов условно не учитывали): если по-
верхности соосны, то по всей окружности снимается оди-
наковый заданный припуск z, диаметр поверхности после 
обработки равен номинальному (см. рис 3, a); если оси по-
верхностей не совпадают, то минимальный снимаемый при-
пуск zmin равен заданному, диаметр поверхности после об-
работки меньше номинального (см. рис. 3, б).

Описанный механизм должен действовать для всех де-
талей подобного вида, когда имеющееся перед обработкой 
отклонение от соосности базовой и обрабатываемой поверх-
ностей трансформируется в отклонение размера, причём 
влияние этого отклонения значительно больше, чем влияние 
других случайных факторов (износ инструмента, погрешнос-
ти станка, неоднородность материала детали и т. п.).

Таким образом, распределение диаметров деталей опре-
деляется двумя параметрами. При контроле партии по ко-
личественному признаку необходимо измерить диаметры 

Рис. 2. Гистограмма действительных значений диаметра  
по результатам измерения 200 деталей; nгр – количество деталей 

в группе

Fig. 2. Histogram of the actual values of the  according 
to the measurement results of 200 parts; ngr – the number of parts in 

a group

Рис. 3. Влияние отклонения от соосности базовой и обрабатываемой 
поверхностей перед обработкой на формирование диаметра обрабо-
танной поверхности для соосных (a) и несоосных (б) поверхностей

Fig. 3. The eff ect of deviation from the alignment of the base and treated 
surfaces before processing on the formation of the diameter of the treated 
surface, for the surfaces are aligned (a) and the surfaces do not coinc ide (b)
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деталей некоторой случайной выборки, по результатам из-
мерений вычислить оценки  параметров распределения и 
оценить уровень несоответствий в партии. С учётом того, что 
плотности (2) соответствует функция распределения

(3)

уровен ь несоответствий, т. е. вероятность получения несо-
ответствующей детали при определённых значениях пара-
метров и границах поля допуска xL, xU можно записать как

(4)

Подстав ив в (4) с учётом (3) оценки , можно найти 
оценку уровня несоответствий  Если её значение превысит 
установленный уровень, то партия должна быть отклонена.

При дальнейшем исследовании авторы настоящей статьи
установили, что значение параметра а более стабильное, 
близкое к заданному, поэтому имеет смысл рассмотреть 
и упрощённый вариант задачи, в котором требуется оце-
нить только параметр σ. Однако очевидно, что и параметр 
а может изменяться (например, вследствие износа ин-
струмента или неточности настройки), поэтому требуется 
разработать и процедуру контроля по двум параметрам. 
В итоге рассматривали две задачи: упрощённую однопа-
раметрическую, в которой значение параметра а считается 
известным; двухпараметрическую, в которой оцениваются 
оба параметра распределения.

Строго говоря, распределением Рэлея называется только 
однопараметрическое распределение с плотностью (1), так 
что здесь рассматривали обобщение распределения Рэлея. 
Для краткости, имея всегда в виду  записывали  
если случайная величина  имеет распределение Рэлея с 
параметром σ; если же распределение Рэлея имеет величина 

 как в случае (2), то записывали 
Параметры рассматриваемого распределения можно 

оценивать методом максимального правдоподобия. Такая 
задача является частным случаем задачи оценивания пара-
метров гамма-распределения. Гамма-распределение вклю-
чает три параметра, и оценивание как всех трёх, так и неко-
торых из них в различных сочетаниях подробно рассмотрено 
А. И. Орловым [22], причём наряду с оценками максимально-
го правдоподобия используются так называемые одношаго-
вые оценки, также являющиеся наилучшими асимптотически 
нормальными. Однако в настоящем исследовании требуется 
знать не асимптотическое распределение оценок, а распре-
деление конечных выборок. 

Для данных, распределённых по закону Рэлея при цензу-
рировании (ограничении сверху некоторой постоянной), в ра-
боте [23] рассмотрено построение контрольных карт Шухарта, 
но представлен только однопараметрический случай.

План контроля при известном значении параметра a. 
Пусть размеры деталей из выборки представляют собой неза-
висимые случайные величины , распределённые

по закону R(a, –σ), причём значение параметра а известно. 
Рассмотрим следующую величину:

(5)

Величины в скобк ах независимы, каждая из них распре-
делена по закону Рэлея, следовательно, их квадраты с точ-
ностью до множителя σ2 имеют распределение хи-квадрат 
(χ2) с двумя степенями свободы. Поэтому величина  
при сделанных предположениях распределена по закону χ2 
с 2n степенями свободы. Математическое ожидание Е этой 
величины определяется как

поэтому (5) является несмещённой оценкой σ2.
Уровень несоответствий партии изделий при фиксиро-

ванном значении параметра а однозначно связан со зна-
чением параметра σ. Поэтому первый способ контроля 
заключается в том, чтобы измерить размеры деталей из 
взятой выборки и найти оценку σ2 согласно (5), принять пар-
тию, если полученное значение не превышает заданного 
критического значения  в противном же случае партию 
следует отклонить. Функция (в данном случае − L(σ)), пока-
зывающая вероятность приёмки партии в зависимости от 
значения параметра, называется оперативной характери-
стикой плана контроля. Её можно записать исходя из рас-
пределения статистики (5):

(6)

где χ2(x; m) – распределение хи-квадрат c m степенями свободы.
Во многих отношениях удобнее представить оперативную 

характеристику как функцию уровня несоответствий в партии p, 
определённого в соответствии с (4). Например, если  то

откуда
(7)

Следовательно, операти вную характеристику как функ-
цию уровня несоответствий можно записать в форме

(8)

Можно также выразить со гласно (7) значение  через 
критический уровень несоответствий ркр, и тогда оператив-
ная характеристика примет вид

(9)

Запись оперативной характ еристики в форме (8) или (9) 
позволяет построить план контроля, подобрав значения σкр 
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(или ркр) и объём n выборки, а также сравнить его с пла-
ном контроля по альтернативному признаку. Например, при 
значении  и при тех же объёме выборки  
уровне несоответствия  и уровне предельного ка-
чества  получили риски изготовителя и потребите-
ля соответственно  и .

Более полно сопоставить полученный план контроля и реко-
мендованный ГОСТ Р ИСО 2859-1-2007 можно по оперативным 
характеристикам, показывающим вероятность приёмки партии 
в зависимости от доли несоответствующих изделий (рис. 4).

Статистики для контроля при неизвестном значении 
параметра а. Необходимо найти оценку параметра а, под-
ставив её в (4) и оценить уровень несоответствий. Для удоб-
ства рассуждений рассматривали независимые случайные 
величины  распределённые по закону R(a, σ), 
т. е. их функция распределения имеет вид

(10)

Первая порядковая статистика

и меет следующую функцию распределения:

(11)

Из сравнения соотношения (11) с системой (10), следу-
ет, что эта функция распределения соответствует закону 

 Соответственно, имеем плотность распределе-
ния первой порядковой статистики

(12)

В частности, из (12) следует математ ическое ожидание X(1)

Таким образом, первая порядковая статистика позволя-
ет оценить параметр а, если известно значение или оценка 
параметра σ:

причём если  является несмещённой, то и  тоже будет не-
смещённой. Заметим, что справедливо равенство

поэтому существует несмещённая оценка

Поскольку в распределения (3), (10) входит не пара-
метр σ, а его квадрат, то требуется несмещённая оцен-
ка именно σ2. Для нахождения такой оценки рассмотрим 
случайную величину

(13)

Распределение этой статистики не зависит от парамет-
ра а, а определяется только параметром σ. Кроме того, 
если все величины  умножить на одну и ту же 
положительную постоянную, то Yn умножится на квадрат 
той же постоянной. По указанным причинам достаточно 
вычислить математическое ожидание (13) для величин 

 а потом результат умножить на σ2. Ис-
пользовали известное (см., например, [24]) свойство услов-
ного математического ожидания

где  − условное математическое ожидание случай-
ной величины U1 относительно случайной величины U2.

Плотность условного распределения случайной величины 
 при условии  где  − постоянная, имеет вид 

(это используется также в [23])

Рис. 4. Зависимости вероятности приёмки партии L от доли р не-
соответствующих изделий (оперативные характеристики) для плана 
контроля по альтернативному признаку по ГОСТ Р ИСО 2859-1-2007
с выборкой объёмом 50 и приёмочным числом 1 (1) и для постро-
енных согласно формуле (8) планов контроля с  и 

выборками объёмом 50 и 25 (2, 3 соответственно)

Fig. 4. Dependences of the probability of acceptance of the lot L on the 
proportion p of nonconforming products (operational characteristics) for the 
attributes sampling plan according to GOST R ISO 2859-1-2007 with a sample 
of 50 and an acceptance number of 1 (1) and for sampling plans constructed 

according to formula (8) with and samples of 50 and 25 (2, 3 respectively)
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(14)

Порядок слагаемых в (13) роли не играет, важно лиш ь, 
что все величины Xi больше, чем Х(1). Поэтому для решения 
поставленной задачи можно просто найти математическое 
ожидание величины  при условии  после чего 
результат умножить на  В соответствии с (14) получили:

(15)

Раскрыли скобки в (15) и нашли по отдельности следую-
щ ие интегралы:

где Φ(х(1)) − функция стандартного нормального распределения.
Подставили полученные результаты в (14), умножили 

на плотность (2) с  и проинтегрировали, в резуль-
тате чего получили выражение, значение которого легко 
найти численно:

При  математическое ожидание

поэтому несмещённую оценку σ2 даёт статистика

В случае результатов наблюдений, распределённых по 
закону R(a, –σ), ближайшим к значению а будет не первая, 
а n-я порядковая статистика с математическим ожиданием

Тогда оценка параметра а примет вид

а несмещённая оценка σ2 – вид

Решение задачи поиска закона распределения полученных 
оценок и построения на их основе оперативной характеристики 
плана контроля будет приведено в следующей статье.

Заключение. Распределение Рэлея является естествен-
ным для отклонений диаметра поверхности детали опреде-
лённых конструкции и способах базирования и обработки. 
Для контроля партий таких деталей по количественному при-
знаку требуется построение планов, предназначенных имен-
но для распределения Рэлея. В настоящей статье построе-
ны планы при одном из двух неизвестном контролируемом 
параметре и найдены несмещённые оценки обоих неизвест-
ных контролируемых параметров. В дальнейшем планируется 
найти распределения этих оценок, необходимые для построе-
ния оперативных характеристик планов контроля.
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