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Аннотация. Разработан многошаговый алгоритм на основе байесовского подхода к построению эффективных статистических 
оценок результатов измерений. Представлена общая логическая схема многошагового алгоритма, позволяющая строить 
обобщённые байесовские оценки с использованием смеси априорного и апостериорного распределений при неоднородности 
априорных и апостериорных данных. Сформулированы условия существования сопряжённого семейства априорных 
распределений. Описана методика расчёта конкретных значений параметров сопряжённых априорных распределений. 
Подробно изложен байесовский подход применительно к биномиальному и отрицательно-биномиальному законам 
распределения. С использованием функции правдоподобия получены формулы пересчёта параметров соответствующего 
сопряжённого закона распределения, необходимые для пошаговых переходов в многошаговом алгоритме. Приведены примеры 
применения алгоритма для оценки соответствия измерительных систем заданным требованиям, а также для обработки 
результатов количественного физико-химического анализа. Представленные результаты показывают, что байесовский 
подход даёт существенный выигрыш по сравнению с методом максимального правдоподобия в точности построения 
статистических оценок при небольших и средних объёмах выборок. Указанное обстоятельство делает байесовский подход 
особенно эффективным для оценки метрологических характеристик измерительных систем в случае, когда многократное 
повторение испытаний нецелесообразно или трудоёмко. На конкретных примерах проиллюстрировано, что при увеличении 
объёма и количества выборок результаты многошагового байесовского подхода и классического метода максимального 
правдоподобия будут идентичными.
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Abstract. A multi-step algorithm based on the Bayesian approach to constructing eff ective statistical estimates of measurement results 
has been developed. A general logical scheme of a multi-step algorithm is presented, which allows, in the case of heterogeneity of a priori and 
a posteriori data, to build generalized Bayesian estimates based on the use of a mixture of a priori and a posteriori distributions. Conditions 
for the existence of a conjugate family of a priori distributions are formulated. A technique for calculating specifi c values of parameters in 
conjugate a priori distributions is described. The technology for applying the Bayesian approach is described in more detail for the binomial 
and negative-binomial distribution laws. Using the likelihood function, formulas for recalculating the parameters of the corresponding conjugate 
distribution law are obtained, which allow one to pass from the next step to the next step of the multi-step algorithm. Examples of applying 
the algorithm to the problem of assessing the compliance of measuring systems with specifi ed requirements, as well as to the problem of 
processing the results of quantitative physical and chemical analysis are given. The presented results show that the Bayesian approach 
gives a signifi cant gain in the accuracy of constructing statistical estimates for small and medium sample sizes. This circumstance makes 
the Bayesian approach particularly eff ective in the problems of assessing the metrological characteristics of measuring systems in the 
case when repeated repetition of tests is inexpedient or time consuming. On specifi c examples, it is illustrated that with an increase in the 
volume and number of samples, the multi-step Bayesian approach and the classical maximum likelihood method will give identical results.

Keywords: reliability of measurement results, Bayesian approach, a posteriori information, statistical estimates, maximum 
likelihood method, multi-step algorithm
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Введение. Проблема построения эффективных статис-
тических оценок является актуальной для многих областей 
деятельности [1–6]. Одним из эффективных направлений 
построения доверительных интервалов и доверительных 
областей является байесовский подход (БП) [7–16]. БП ши-
роко распространён при обработке результатов измерений, 
решении измерительных задач [17–21], приёмо-сдаточных 
испытаниях готовой продукции и товаров, количественном 
физико-химическом анализе [22]. В работах [17–20] описан 
БП применительно к нормальному, равномерному и экспо-
ненциальному законам распределения, а также к законам 
Парето и Пуассона. В [21] БП используется для построения 
статистических оценок коэффициентов уравнении множе-
ственной линейной регрессии.

Цель настоящей работы – обобщив результаты [17–20], 
разработать алгоритм последовательного применения БП 

к построению  последовательности оценок параметров слу-
чайных величин и их доверительных интервалов (много-
шаговый алгоритм БП), а также выполнить сравнительный 
анализ размахов доверительных интервалов БП и метода 
максимального правдоподобия (ММП). Использование мно-
гошагового алгоритма позволит повысить достоверность 
измерений указанной последовательности оценок.

Логическая схема многошагового применения байесов-
ского подхода. Разработка многошагового алгоритма. 
Пусть закон распределения некоторой случайной величины 
зависит от s-мерного вектора параметров  
Компонентами такого вектора могут быть, например, сред-
нее значение случайной величины, среднее квадратичес-
кое отклонение (СКО), интенсивность потока, вероятность 
случайного события и т. д. Требуется построить наиболее 
эффективную статистическую оценку  этого вектора па-
раметров по имеющейся априорной информации и допол-
нительной апостериорной информации, представляющей 
собой вектор наблюдений

(1)

Количество выполняемых шагов определяется дополни-
тельной апостериорной информацией, появляющейся в про-
цессе испытаний, а также возможностью и целесообразностью
использования этой информации. Каждый шаг состоит из не-
скольких этапов, позволяющих построить статистические оцен-
ки средних значений исследуемых параметров и доверитель-
ные интервалы для этих параметров. Логическая схема много-
шагового алгоритма представлена на рис. 1. Входные данные 
алгоритма – априорные сведения и дополнительные статисти-
ческие данные (апостериорные данные). Опишем основные 
этапы, выполняемые на каждом шаге алгоритма.

1. По данным анализа функционирования исследуемого 
объекта или на основе технической документации задаются 
априорные сведения о векторе параметров Θ. Априорные све-
дения могут быть в виде функции плотности распределения 
ρ(Θ) или статистических характеристик, например, среднего 
значения, СКО, интенсивности потока, вероятности случайно-
го события и т. д.

2. Проверяется, существуют или нет дополнительные стати-
стические данные. Если дополнительных данных нет, то процесс 
статистического оценивания завершается, и в качестве характе-
ристик объекта принимаются априорные данные. В противном 
случае предполагается, что дополнительные апостериорные 
данные (1) сформированы в соответствии с зак оном распреде-
ления вероятностей  и наблюдения Х при фиксирован-
ном Θ являются независимыми. Переходят к следующему шагу.

3. Проверка однородности априорной информации и до-
полнительных статистических данных (с использованием кри-
терия однородности Стьюдента). В случае однородности пе-
реходят к шагу 5, в случае неоднородности – к шагу 4.

4. Формируется смесь априорного и апостериорного рас-
пределений [22] в таких пропорциях, чтобы обеспечить од-
нородность, апостериорное распределение имеет большую 
долю. Формируются скорректированные априорные данные. 

Рис. 1. Общая схема многошагового алгоритма статистического 
оценивания

Fig. 1. The general logic scheme for the implementation of the Bayesian 
approach in statistical assessment
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Статистические оценки, построенные на основе скорректи-
рованной априорной информации, назовём обобщёнными 
байесовскими оценками.

5. Совместная обработка априорной и апостериорной 
информации. Этот шаг состоит из нескольких этапов.

5.1  Вычисляется функция правдоподобия

(2)

5.2 Вычисляется апостериорное распределение с ис-
пользованием формулы Байеса

(3)

5.3  Строятся точечные и интервальные оценки исследуе-
мого вектора параметров Θ. Переход к этапу 2.

Сопряжённые распределения. Семейство априорных рас-
пределений назовём сопряжённым по отношению к наблю-
даемой генеральной совокупности (по отношению к функции 
правдоподобия ), если и вычисленное по фор-
муле (3) апостериорное распределение  как и 
априорное распределение, принадлежит этому же семейству. 
Другими словами, семейство распределений G сопряжено с 

 если оно замкнуто относительно операции 
пересчёта априорного распределения в апостериорное [7].

Условие существования сопряжённого семейства 
априорных распределений. Если функция правдоподобия 
представима в виде произведения двух функций:

(4)

где первый сомножитель ν – некоторая функция, зави-
сящая от m других функций  и 
вектора параметров Θ, a второй сомножитель – функция 

 не зависящая от вектора параметров Θ, то су-
ществует семейство  априорных распределений, 
сопряжённое с  [7, 8]. Здесь В – вектор пара-
метров сопряжённого распределения.

Методика расчёта конкретных значений парамет-
ров сопряжённых априорных распределений. В боль-
шинстве решаемых практических задач известны априорные 
средние значения  и СКО  

 …,  оцениваемого параметра. В этом случае 
конкретные значения параметров априорного распределе-
ния могут быть вычислены методом моментов [7, 8].

Опишем алгоритм расчёта параметров одномерной 
функции распределения ρ(θ) на примере бета-распределе-
ния. Плотность бета-распределения имеет вид:

(5)

где  – гамма-функция Эйлера [7, 8].

Плотность бета-распределения ρ(θ) зависит от парамет-
ров a, b. Если средние значения и СКО известны априори, 
т. е.  и  то неизвестные параметры a и b опре-
деляются по формулам [7, 8, 17, 19]:

Пересчёт значений параметров сопряжённых рас-
пределений при переходе от априорного сопряжённо-
го распределения к апостериорному. Методика пере-
счёта параметров сопряжённых распределений для нор-
мального закона описана в [17], а для экспоненциального, 
равномерного распределения и законов Пуассона и Паре-
то – в [19].

Ниже описана технология применения БП для биноми-
ального и отрицательного биномиального законов распре-
деления (БЗР и ОБЗР соответственно).

Применение байесовского подхода к биномиально-
му распределению. Пусть ξθ(M) – случайная величина, или 
число «успехов» в серии из М испытаний Бернулли, где М –
известное число; θ – неизвестная вероятность «успеха» в 
одном испытании. Тогда закон распределения вероятностей 
запишем как

Функцию правдоподобия для n серий испытаний пред-
ставим в виде

(6)

где xi – число «успехов» в i-й серии.
В результате сравнения (6) с частным случаем (4) при 
 и  можно сделать вывод о суще-

ствовании распределения, сопряжённого с .
Зададим первое приближение для плотности распреде-

ления . С учётом эквивалентности (здесь и 
далее при выкладках с равенствами, справедливыми с 
точностью до нормирующей константы, вместо знака равен-
ства используем знак эквивалентности ~)

получим апостериорное распределение

(7)
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распределение

(9)

Из (9) с учётом (8) можно получить новые значения па-
раметров бета-распределения, соответствующих последу-
ющему шагу байесовского алгоритма:

(10)

Применение байесовского подхода к отрицательно-
му биномиальному распределению. Рассмотрим случай-
ную величину, имеющую ОБЗР, ξ(θ, K) – число испытаний в 
схеме Бернулли до K-го появления «успеха», где θ – неиз-
вестная вероятность появления «успеха» при одном испы-
тании; K – некоторое заданное целое положительное число. 
Тогда справедливо равенство

Функция правдоподобия имеет вид

(11)

При сравнении (11) c частным случаем (4) при  и 
 можно сделать вывод, что сопряжённое 

распределение существует. Правая часть  
представляет собой (с точностью до нормирующего множи-
теля, не зависящего от θ) плотность бета-распределения (5) 
с параметрами

(12)

Аналогично описанному выше для БЗР получим новые 
значения параметров бета-распределения для ОБЗР:

n ξ1 ξ2

1 2 80

2 0 72

3 3 100

4 1 88

5 2 90

Табл и ц а  1

Результаты двух 
испытаний

(13)

Отметим некоторые свойства ОБЗР. При  ОБЗР ста-
новится распределением Пуассона, а при  – геометри-
ческим распределением (распределением Бозе-Эйнштей-
на для одного источника – a simple ource). Если K – целое 
число, то ОБЗР становится обобщённым распределением 
Бозе-Эйнштейна.

Результаты расчётов.
Результаты расчётов для БЗР. Пусть испытывается 

партия измерительных систем (изделий). Для оценки ве-
роятности θ того, что изделие не будет соответствовать 
заданным требованиям (будет бракованным), проведено 
испытание № 1: проконтролировано  партий по  
изделий в каждой партии. Предполагается, что число ξ1 не 
прошедших контроль образцов в партии объёмом M описы-
вается БЗР с параметрами θ, М. Результаты контроля пред-
ставлены в табл. 1, где n – номер партии.

Согласно статистическому анализу аналогичных партий 
изделий допустимая доля образцов изделий, не прошедших 
контроль, в среднем равна 0,01 и имеет разброс, характе-
ризующийся СКО 0,003. Требуется с использованием сопря-
жённого априорного распределения параметра θ получить 
байесовские точечную и интервальную (с уровнем доверия 

) оценки вероятности брака и сравнить их с соответ-
ствующими оценками ММП.

Как было установлено выше, для БЗР сопряжённое ап-
риорное распределение параметра θ существует и описы-
вается бета-распределением (5) с параметрами (8):  

 Применив формулы пересчёта (10), получим 
значения параметров апостериорного распределения θ: 

  а затем точечную байесовскую оценку 
 Тогда с вероятностью 

 справедливо неравенство  
где   – 95 % и 5 % квантили бета-распреде-
ления. Следовательно, интервальная байесовская оценка 

Решение, найденное с использованием ММП [8], с ве-
роятностью  приводит к точечной и интервальной 
ММП-оценкам соответственно:

Таким образом, размах интервальной оценки, получен-
ной с помощью ММП, в 2,4 раза превышает размах байесов-
ской интервальной оценки при однократном использовании 
апостериорной информации.

На рис. 2 представлены точечные и интервальные оцен-
ки параметров БЗР, найденные с применением БП и ММП 
при многократном использовании апостериорной информа-
ции в предположении однородности априорной и апостери-
орной информации. С увеличением номера n шага результаты 

Правая часть (7) с точностью до 
нормирующего множителя, не за-
висящего от θ, представляет собой 
плотность бета-распределения (5) 
с параметрами

(8)

Непосредственный расчёт по 
формуле (3) даёт апостериорное 
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БП и ММП сближаются. При этом оценка на основе БП до-
статочно медленно сходится к оценке ММП.

На рис. 3 приведены зависимости отношения размахов 
доверительных интервалов, построенных с помощью ММП и 
БП, от номера шага БП для разных условных объёмов V апос-
териорной информации. За единичный объем информации 

 выбрана выборка объёмом  (  соответствует 
выборка объёмом   – объёмом ). Из рис. 3 
следует, что с увеличением объёма апостериорной инфор-
мации отношение размахов доверительных интервалов, по-
строенных с помощью ММП и БП, стремится к единице.

Результаты расчётов для ОБЗР. Для оценки вероят-
ности θ того, что изделие не будет соответствовать задан-
ным требованиям (будет бракованным), проведено испыта-
ние № 2: изделия контролировали до первого обнаружения 
несоответствия – до первого брака,  Количество ξ2 
проверенных образцов изделий является случайной вели-
чиной, подчиняющейся геометрическому распределению – 
частному случаю ОБЗР при  (Если для ОБЗР выбрать 

 то проверка проводилась бы до обнаружения двух 
бракованных изделий, и т. д.). Результаты контроля пред-
ставлены в табл. 1. Как и в случае БЗР, средняя доля брака 
принималась равной 0,01, СКО – 0,003.

Параметры сопряжённого бета-распределения:  
 С применением формул пересчёта (13) получим 

значения параметров апостериорного распределения θ: 
  Поэтому точечная оценка 

 и с вероятностью  справедливо неравенство 
 Следовательно, интервальная 

оценка 
Решение, основанное на ММП [7, 8], приводит к точечной 

и интервальной оценкам соответственно:  
 Таким образом, в рассмотренной 

задаче размах интервальной оценки, полученной на основе 
БП, в 2,1 раза меньше соответствующего размаха, получен-
ного c помощью ММП, при однократном применении апосте-
риорной информации.

Согласно анализу размахов доверительных интервалов 
для ОБЗР, построенных с помощью представленного в статье 
многошагового алгоритма и с помощью стандартного ММП, 
границы доверительных интервалов и СЗ имеют вид, анало-
гичный приведённому на рис. 2. Зависимости отношения раз-
махов доверительных интервалов, построенных с помощью 
ММП и БП, от номера шага БП также аналогичны зависимос-
тям, изображённым на рис. 3. На каждом шаге применения 
многошагового алгоритма предполагалась однородность 
априорных и апостериорных статистических данных.

Результаты построения оценок концентрации загряз-
няющих веществ. Пусть с периодом в один месяц было 
проведено три анализа  При каждом анализе были 
взяты nq проб жидкости и зафиксировано mq удовлетворитель-
ных результатов (значений, не превышающих предельно допус-
тимую концентрацию загрязняющих веществ):  

;   Требуется построить байесовские то-
чечную и интервальную (с уровнем доверия ) оценки 

концентрации загрязняющего вещества в жидкости и сравнить 
их с соответствующими оценками ММП. При невозможности 

Рис. 3. Зависимость отношения размахов  доверительных 
интервалов байесовского подхода от номера n шага алгоритма для 
разных значений условного объёма V апостериорной информации 

Fig. 3. Dependence of the ratio of the ranges of confi dence intervals on 
the Bayesian approach step number for diff erent values of the conditional 

amount of a posteriori information

na Р0,9

ММП
 1 0,9167 [0,7870; 0,9957]
2 0,5000 [0,2626; 0,7374]
3 0,5833 [0,3492; 0,8174]

БП
1 Невозможна Невозможен
2 То же То же
3 0,5277 [0,4110; 0,6838]

Объединённая оценка
1 0,5024 [0,3346; 0,6702]
2 0,5024 [0,3346; 0,6702]
3 0,5474 Не требуется

Табл и ц а  2

Оценки результатов количественных анализов концентрации 
при трёх подходах

Рис. 2. Границы доверительных интервалов  и  
соответственно для байесовского подхода и метода максимально-
го правдоподобия в зависимости от номера n шага многошагового 

алгоритма

Fig. 2. Boundaries of confi dence intervals and average values depending on 
the step number n of Bayesian approach and maximum likelihood method
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применения стандартного БП скорректировать априорную 
информацию и получить объединённые оценки на основе 
использования смеси распределений.

Результаты q-го анализа примем как априорную инфор-
мацию при -м анализе,  Моделирование показа-
ло, что статистические данные первого и второго анализа 
являются неоднородными (согласно традиционному методу 
проверки однородности – критерию Стьюдента). Поэтому ис-
пользуем смесь плотностей распределений [22] и отбросим 
часть априорной информации из первого анализа, как наибо-
лее устаревшую из имеющейся информации. Таким образом, 
скорректируем априорную информацию и построим объеди-
нённую байесовскую оценку. Данные третьего анализа уже 
оказались однородными с соответствующей априорной ин-
формацией. В табл. 2 приведены результаты трёх количе-
ственных анализов – оценки ; na – номер анализа; Р0,9 – 90 % 
доверительные интервалы ММП, БП и объединённой оценки. 
Из табл. 2 следует, что размах доверительного интервала, 
построенного по результатам анализов 2, 3 с помощью БП, 
соответственно в 1,41 и 1,72 раза меньше размаха довери-
тельного интервала, построенного с применением ММП.

Обсуждение результатов. БП по сравнению с ММП даёт 
существенный выигрыш в точности построения статистичес-
ких оценок при небольших и средних объёмах выборок. Ука-
занное обстоятельство делает БП особенно эффективным в 
задачах измерительной практики в случае, когда многократное 
повторение испытаний нецелесообразно или трудоёмко. При 
увеличении объёма и количества выборок оба метода будут 
давать идентичные результаты. Отметим также достаточно 
медленную сходимость получаемых с помощью БП и ММП 
статистических оценок друг к другу.

Полученные результаты позволяют строить эффективные 
статистические оценки для широкого класса задач измеритель-
ной практики – при оценке соответствия изделий заданным тре-
бованиям, количественном и качественном физико-химическим 
анализах с целью выявления динамики концентрации загрязня-
ющих веществ в различных средах, приёмо-сдаточных испыта-
ниях измерительных систем, обработке результатов измерений. 
Обычно в процессе приёмо-сдаточных работ контролируют и 
проверяют набор показателей и параметров, определяемых 
нормативно-технической документацией. Разработанный в на-
стоящей статье многошаговый алгоритм в совокупности с мето-
дами, изложенными в [17–21], можно использовать как методы 
контроля достаточно широкого набора технических требований 
к определённым показателям. Выбор конкретного метода кон-
троля зависит от технических и технологических возможностей, 
затрат времени и ресурса на испытания. 

Предложенный многошаговый алгоритм на основе БП, вклю-
чающий проверку на однородность априорной и апостериорной 
информации, при использовании смеси распределений суще-
ственно расширяет область применения стандартного БП [7] 
и позволяет строить объединённые байесовские оценки, кото-
рые также оказываются эффективнее, чем оценки ММП. Дан-
ный алгоритм можно применять при разработке методик вы-
сокоточных измерений, для которых не играют ключевую роль 
времена измерительного процесса и обработки информации.

Заключение. Разработанный многошаговый алгоритм 
построения статистических оценок на основе байесовско-
го подхода, имеющий функциональное наполнение в среде 
Matlab, позволяет сузить размах доверительных интерва-
лов в 1,3–2,4 раза в случае однородности априорных и апос-
териорных статистических данных. Эффективность алго-
ритма продемонстрирована на трёх практических примерах. 
Моделирование показало медленную сходимость оценок, по-
лученных двумя указанными выше подходами; в рассмот-
ренных примерах практическая близость статистических 
оценок наблюдается после применения байесовского под-
хода 15–20 раз.
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