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ОБЩИЕ ВОПРОСЫ МЕТРОЛОГИИ И ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКИ

Аннотация. Традиционная методика выбора коэффициентов размытости ядерных функций в непараметрической 
регрессии основана на минимизации средней квадратической ошибки аппроксимации искомой зависимости по исходным 
стаистическим данным. С увеличением объёма обучающей выборки значений переменных восстанавливаемой зависимости 
вычислительные затраты при оптимизации непараметрической регрессии значительно увеличиваются. Предложена 
нетрадиционная методика выбора коэффициентов размытости непараметрической регрессии, оптимальных для ядерных 
плотностей вероятностей переменных восстанавливаемой зависимости. В качестве критерия оптимальности при выборе 
коэффициентов размытости ядерных плотностей вероятностей использованы статистические оценки средних квадратических 
отклонений совместной плотности вероятности переменных восстанавливаемой зависимости. Предложенная методика 
позволила избежать вычислений ошибки аппроксимации восстанавливаемой зависимости непараметрической регрессией, 
что подтверждено результатами вычислительных экспериментов. Полученные результаты позволяют использовать методику 
быстрой оптимизации ядерных оценок плотностей вероятностей при синтезе непараметрической регрессии.

Ключевые слова: непараметрическая регрессия, ядерные оценки плотности вероятности, коэффициенты 
размытости ядерных функций, быстрые алгортимы оптимизации
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Abstract. The traditional method for selecting the blur coeffi  cients of kernel functions in nonparametric regression is based on 
minimizing the root mean square error in the approximation of the desired dependence from the initial statistical data. With an increase 
in the volume of the training sample of the values of the variables of the restored dependence, the computational costs of optimizing 
nonparametric regression increase signifi cantly. An unconventional method for selecting the nonparametric regression blurriness 
coeffi  cients optimal for the kernel probability densities of the variables of the recovered dependence is proposed. Statistical estimates 
of the mean square deviations of the joint probability density of the variables of the restored dependence were used as an optimality 
criterion for selecting the blur coeffi  cients of kernel probability densities. The proposed technique made it possible to avoid calculating 
the approximation error of the restored dependence by nonparametric regression, which is confi rmed by the results of computational 
experiments. The results obtained make it possible to use the method of fast optimization of kernel estimates of probability densities in 
the synthesis of nonparametric regression.

Keywords: nonparametric regression, kernel probability density estimates, blur coeffi  cients of kernel functions, fast optimization 
algorithms

Введение. Вычислительная эффективность непарамет-
рических алгоритмов обработки информации, основанных 

на ядерных оценках плотности вероятности типа Розенблатта-
Парзена, во многом определяется объёмом статистических
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данных и снижается по мере его увеличения. Поэтому в ус-
ловиях выборок большого объёма появляются трудности 
синтеза непараметрических моделей и алгоритмов приня-
тия решений. Для исключения возникающих трудностей ис-
пользуются принципы декомпозиции исходных статистичес-
ких данных и технология параллельных вычислений [1, 2].

Перспективным направлением повышения вычислитель-
ной эффективности непараметрических моделей и алгорит-
мов принятия решений является разработка быстрых методов 
выбора коэффициентов размытости ядерных функций. Впер-
вые решение данной проблемы, основанное на результатах 
анализа формулы оптимального коэффициента размытости 
ядерных функций непараметрической оценки плотности ве-
роятности, предложено в работе [3]. Основная составляющая 
указанной формулы зависит от нелинейного функционала 
плотности вероятности, который является константой для од-
номодальных и симметричных плотностей вероятностей и не 
зависит от их параметров. Разработаны процедуры быстрого 
выбора коэффициентов размытости ядерных оценок плот-
ностей вероятностей для симметричных и несимметричных 
законов распределения случайных величин [4–10]. Получены 
зависимости нелинейного функционала восстанавливаемой 
плотности вероятности от оценок коэффициентов контрэкс-
цесса и асимметрии анализируемых случайных величин [11]. 
Эти результаты обобщены при синтезе непараметрической 
оценки уравнения разделяющей поверхности в двухальтер-
нативной задаче распознавания образов [12].

Созданы условия для развития методики быстрого вы-
бора коэффициентов размытости ядерных функций при 
синтезе в непараметрической регрессии. Однако для её ре-
ализации необходимо обосновать возможность замены за-
дачи выбора коэффициентов размытости ядерных функций 
из условия минимума ошибки аппроксимации восстанавли-
ваемой зависимости на определение коэффициентов раз-
мытости по результатам оптимизации непараметрических 
оценок плотностей вероятностей анализируемых случай-
ных величин.

Цель работы – обосновать возможность выбора коэф-
фициентов размытости ядерных функций в непараметри-
ческой регрессии из условия минимума оценок средних 
квадратических ошибок аппроксимации плотностей вероят-
ностей анализируемых случайных величин.

Непараметрическая оценка кривой регрессии. Пусть 
имеется выборка  статистически независи-
мых наблюдений случайных величин (x, y), распределённых 
с неизвестной плотностью вероятности p(x, y). Необходимо 
построить непараметрическую оценку  однозначной 
стохастической зависимости 

Минимум байесовского удельного риска 
 по  при квадратической функции по-

терь  определяется условным математичес-
ким ожиданием

(1)

Здесь и далее бесконечные пределы интегрирования 
опускаются.

Плотности вероятностей p(x, y), p(x) в оптимальной ре-
шающей функции (1) восстановим с использованием непа-
раметрических оценок Розенблатта-Парзена:

(2)

(3)

где c1, c2, c – коэффициенты размытости ядерных функций; 
n – объём выборки V.

Ядерные функции Ф(u) в непараметрических статистиках 
(2), (3) удовлетворяют условиям

где m – степень аргумента u ядерной функции Ф(u).
Подставляя в выражение (1) ядерные оценки плотностей 

вероятностей (2), (3) получим непараметрическую регрессию

(4)

При выполнении данного преобразования учитывается 
следующее условие:

где y i – математическое ожидание y с плотностью вероят-
ности ядерной функции 

Для выполнения условия нормированности

в непараметрической регрессии (4) необходимо принять ра-
венство  Тогда непараметрическую регрессию (4) за-
пишем в традиционном виде [13, 14]:

(5)

Коэффициенты размытости c1 ядерной функции убыва-
ют с увеличением объёма n выборки V. Традиционный под-
ход выбора коэффициента размытости c1 ядерных функци й 
в статистике (5) основан на минимизации средней квадрати-
ческой ошибки аппроксимации  её моделью (5):

(6)

где  определяется выражением (5) при условии 
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Определим оптимальное значение коэффициента раз-
мытости  ядерных функций в статистике (5), которое в 
паре с коэффициентом c2 обеспечивает минимум среднего 
квадратического отклонения (СКО)  от p(x, y):

(7)

где  – коэффициент размытости ядерных функций для ар-
гумента x в непараметрической оценке 

В работах [15–18] обоснована возможность определения 
оптимальных значений  c2 путём минимизации статисти-
ческой оценки критерия (7):

(8)

Например, при ступенчатой ядерной функции

значения составляющих критерия (8) определяются выра-
жениями

Обозначим через  оценки оптимальных коэффи-
циентов размытости ядерных функций непараметрической 
статистики , минимизирующих критерий (8).

Принятое предположение о возможности выбора коэф-
фициента размытости ядерных функций непараметрической 
регрессии (5) из условия минимума критерия (8) имеет объ-
ективную основу. Действительно, если определены ядерные 
оценки плотностей вероятностей ,  и их оптималь-
ные коэффициенты размытости, то непараметрическая ре-
грессия, как оценка решающей функции (1), не требует ис-
пользования критерия (6) при оптимизации статистики (5).

В качестве альтернативы рассмотрим возможность вы-
бора оптимального коэффициента размытости  в статис-
тике (5) при минимизации оценки СКО  от p(x)

(9)

Вычислитель ная эффективность выбора оптимальных 
коэффициентов размытости ядерных функций из условий 
минимума ошибки аппроксимации (6) и критериев (8), (9) 
соизмеримы. Однако предлагаемый подход позволяет ис-
пользовать результаты быстрой оптимизации ядерных оце-
нок плотностей вероятностей [9–12] в задаче синтеза непа-
раметрической регрессии, что важно при обработке данных 
большого объёма.

Анализ результатов вычислительных экспериментов. 
Для проверки возможности замены задачи оптимизации не-
параметрической регрессии по традиционной методике на 
выбор коэффициентов размытости ядерных функций из ус-
ловия минимума СКО  либо  проведём серию вы-
числительных экспериментов.

При формировании выборки  датчики 
случайных величин x и y определим как

(10)

где  – восстанавливаемая за-
висимость;   – значения случайных величин с 
равномерными законами распределения; σ – СКО помехи 
с гауссовской плотностью вероятности, накладываемой на 
F(x); значение параметра 

Объём n исходных статистических данных выборки V при 
организации вычислительных экспериментов определим 
значениями 100, 300, 500. При синтезе непараметричес-
кой регрессии используем оптимальные ядерные функции 
В. А. Епанечникова [20]. При конкретном объёме V значения 
средних относительных ошибок аппроксимации стохастичес-
кой зависимости F(x) для традиционного и предложенных 
методов оптимизации непараметрической регрессии (5) вы-
числим 50 раз, результаты вычислений усредним.

Среднюю относительную ошибку аппроксимации нели-
нейного полинома F(x) (10) непараметрической регрессией 
(5) при традиционном методе оптимизации обозначим как

(11)

где  – объём контрольных значений случайных ве-
личин (x, y).

Пусть при синтезе непараметрической регрессии (5) ис-
пользуется коэффициент размытости  который минимизи-
рует критерий (9). В этих условиях среднюю относительную 
ошибку аппроксимации F(x) непараметрической регрессией 
типа (5) определим как  По аналогии обозначим  –
значения средней относительной ошибки аппроксимации по-
линома F(x) статистикой (5) при значении  который в паре 
с коэффициентом размытости  минимизирует критерий (8).
Вычислительные эксперименты в условиях конкретных объ-
ёмов исходных данных n и СКО σ помех, накладываемых 
на функцию F(x), проведём 50 раз. Соответствующие им 
значения критериев    типа (11) усредним. 
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Полученные усреднённые значения этих критериев обозна-

чим    (таблица). При анализе достовернос-

ти отличия значений  от  и  используем ме-
тодику сравнения двух средних произвольно распределённых 
генеральных совокупностей с уровнем значимости 0,05 [19].

Представленные в таблице средние значения коэф-
фициентов размытости  определим по результатам 
вычислительных экспериментов. Тёмно-серым фоном в 
столбцах   выделены элементы, количествен-
ные характеристики которых достоверно не отличаются от 
соответствующих значений критерия  Светлым фо-
ном отмечены элементы таблицы, в которых достоверно 
выполняются соотношения  либо  
Например, при  и  значения  

 являются близкими и достоверно не отлича-
ются, что отмечено в соответствующем элементе столбца 

 тёмно-серым фоном. При  и  значения 
 а  достоверно отличаются 

(столбец  серый фон). В этих условиях наблюдает-
ся преимущество выбора коэффициента размытости ядер-
ных функций непараметрической регрессии (5) из условия 
минимума критерия (8) по сравнению с традиционной ме-
тодикой. Значения параметров в столбцах   не 
выделенные цветным фоном, указывают на преимущество 
традиционной методики оптимизации непараметрической 
регрессии (5) по сравнению с предложенной методикой.

Использование методики выбора коэффициента размы-
тости ядерных функций непараметрической регрессии (5)
путём минимизации критерия (8) обеспечивает близкие зна-
чения  и  при   и   До-
стоверное преимущество данной методики по сравнению

с традиционной наблюдается в условиях  и 
  и  а также при  и 

Методика выбора коэффициента размытости ядер-
ных функций в непараметрической регрессии, осно-
ванной на минимизации критерия (9), является менее 
эффективной. Её преимущество отмечается при усло-
виях  и  а также при  и 

Близким значениям  и  со-
ответствуют близкие значения коэффициентов раз-
мытости ядерных функций в непараметрической ре-
грессии  и 

Полученные результаты обосновывают возмож-
ность выбора коэффициента размытости ядерной 
функции в непараметрической регрессии из условия 
минимума оценки СКО непараметрической статистики 

 Данный вывод создаёт основу развития мето-
дики быстрого выбора коэффициентов размытости 
ядерных плотностей вероятностей [9–12] на решение 
задачи оптимизации непараметрической регрессии.

Заключение. Предложенная методика выбора ко-
эффициентов размытости ядерных функций непарамет-
рической регрессии из условия минимума критерия (8)

Результаты сравнения традиционного и предложенного методов 
выбора коэффициентов размытости непараметрической регрессии

n σ
Ошибки аппроксимации Коэффициенты

размытости

100

0 0,0005 0,0179 0,0028 0,0100 0,08 0,0300

0,1 0,0097 0,0183 0,0098 0,0350 0,08 0,0490

0,2 0,0167 0,0203 0,0165 0,0472 0,08 0,0640

0,3 0,0272 0,0260 0,0256 0,0522 0,08 0,0768

300

0 0,0003 0,0074 0,0003 0,0100 0,05 0,0100

0,1 0,0061 0,0083 0,0057 0,0284 0,05 0,0300

0,2 0,0107 0,0105 0,0101 0,0370 0,05 0,0402

0,3 0,0158 0,0139 0,0141 0,0388 0,05 0,0508

0 0,0001 0,0048 0,0001 0,0010 0,04 0,0060

500
0,1 0,0051 0,0058 0,0048 0,0248 0,04 0,0229

0,2 0,0097 0,0085 0,0085 0,0302 0,04 0,0349

0,3 0,0120 0,0107 0,0108 0,0358 0,04 0,0436

менее чувствительна к высокому уровню помех, накладыва-
емых на значения восстанавливаемой функции, по сравнению 
с традиционным подходом. Вычислительная эффективность 
рассматриваемых методик оптимизации непараметрической 
регрессии сопоставима. Однако предложенная методика поз-
воляет использовать известные быстрые процедуры выбора 
коэффициентов размытости в ядерной оценке совместной 
плотности вероятности переменных восстанавливаемой за-
висимости при оптимизации непараметрической регрессии.

Полученные выводы подтверждены результатами вычисли-
тельных экспериментов в принятых условиях их организации 
при восстановлении нелинейной зависимости. Созданы усло-
вия разработки быстрых процедур выбора коэффициентов раз-
мытости ядерных функций непараметрической регрессии.
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